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1 Einleitung

1.1 Einf •uhrung - warum Quan teninformationstheorie?

DieseVorlesungbehandeltquantenmechanische Informationstheorie.Die klas-
sische Informationstheorie, wie sie insbesonderevon Shannon betrieben
wurde, ist heutzutageauf

"
Software-Ebene\ realisiert, z.B. im Rahmen lo-

gischer Ausdr•ucke in h•oherenProgrammiersprachen (if-statements), ebenso
auf Hardware-Ebenemit klassischer Digital-T echnik. Zust•andesind 1 (high,
+5 Volt), und 0 (low, 0 Volt), und die Bauteile einesChips sind in ihrer
Funktion •uber diesebeiden Zust•ande de�niert. Dies wird auch Bin•arcodie-
rung genannt.
Quantenmechanisch gibt esjedoch nicht nur diesebeidenZust•ande,sondern
auch die Superposition. Quantenmechanik (QM) ist auch die fundamentale
Beschreibung der Zust•andeeinesFestk•orpers,d.h. der Hardware. Mit immer
fortschreitender Miniaturisierung der logischen Bausteinewerden die quan-
tenmechanischen E�ekte relevant. Andererseitsist es - unabh•angig von der
Gr•o�e der Hardware - auch reizvoll, mehr •uber die M•oglichkeiten einerRech-
nung mit quantenmechanischen Gesetzenzu wissen.Eventuell liegenn•amlich
in der Quantenmechanik Vorteile gegen•uber der klassischen Rechnung, die
durch die besondereWirkungsweiseder QM zustandekommen.Insbesonde-
re hat hier in den letzten Jahren das Problem der Primfaktorzerlegungeine
gro�e Rolle gespielt.Die Vorlesunglegt auf den zweiten Aspekt ein gr•o�eres
Gewicht.

1.2 Klassisc he Informationstheorie

1.2.1 Unsic herheit

Eigenschaften der Unsicherheit H (p1; : : : ; pn):
Seienim folgendenpi Wahrscheinlichkeiten (z.B. einer Zufallsvariablen X :
P(X = ak) = pk . F•ur Wahrscheinlichkeiten gilt:

P
i pi = 1. Damit wird die

Gr•o�e H mit denfolgendenEigenschaften eingef•uhrt (axiomatisch, Shannon
48):

1. H (p1; : : : ; pn ) ist maximal, wenn p1 = p2 = � � � = pn

2. F•ur jede Permutation � ist H (p� (1) ; : : : ; p� (n)) = H (p1; : : : ; pn )

3. H (p1; : : : ; pn ) � 0; H (p1; : : : ; pn ) = 0 , pi = 1, pj = 0 8j 6= i

4. H (
1
n

; : : : ;
1
n

)
| {z }

n Argumen te

� H (
1

n + 1
; : : : ;

1
n + 1

)
| {z }

n+1 Argumen te
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5. H (p1; : : : ; pn ; 0) = H (p1; : : : ; pn)

6. H (p1; : : : ; pn ) ist einestetige Funktion der pi

7. H ( 1
m�n ; : : : ; 1

m�n ) = H ( 1
m ; : : : ; 1

m ) + H ( 1
n ; : : : ; 1

n )

8. Seienzwei EreignisseA; B mit denWahrscheinlichkeiten pA = p1 + p2+
� � � + pm , qB = q1 + q2 + � � � + qn ausmehreren(Elementar)ereignissen
zusammengsetztmit der Bedingungp + q = 1. Dann soll folgen:
H (p1; : : : ; pm ; q1; : : : ; qn ) != H (p;q) + pH( p1

p ; : : : ; pm
p ) + qH ( q1

q ; : : : ; qn
q )

Dies ist vern•unftig: Falls bekannt ist, zu welcher Gruppe das Ereignis
geh•ort, ist die Unsicherheit um � H (

P
pi ;

P
qj ) gefallen,die restliche

Unsicherheit ist:

� f•ur A: H ( p1
�

pi
; : : : ; pm

�

pi
),

� f•ur B: H ( q1
�

qj
; : : : ; qn

�

qj
),

Die gewichtete Summeder Restunsicherheitenund die abgezogeneUn-
sicherheit sollengleich der Gesamtunsicherheit sein.(Gruppierungsaxi-
om)

Theorem 1 H (p1; : : : ; pn ) de�niert f•ur jedesn,
nP

i =1
pi = 1, 0 � pi � 1. Wenn

H die Bedingungen1-8 (1.2.1) erf•ullt ,

H = � �
X

k

pk ln(pk) Shannon : Entropie

H = �
X

k

pk log2(pk)
"
bits\

wobei die Konstante � je nach verwendetemLogarithmus unterschiedlich ist.
F•ur ein Systemmit zwei Zust•anden(0; 1) wird log2 benutzt. Die Konstante
� ist nicht mehr notwendig,wennwir nur Zweiersystemebetrachten, da •uber
die absoluteGr•o�e von H keineAussagegemacht wird (s. Def.!).
Beweis:

"
( \ l•a�t sich durch Nachrechnen •uberpr•ufen,

"
) \ , s. z.B. in der Litera-

tur [3].
Betrachten wir nun das Verbundereigniszweier Zufallsgr•o�en X und Y mit
Werten x1; : : : xk bzw. y1; : : : yl .

Def. 1 Verbundwahrscheinlichkeit:p(x i ; yj ) := P(X = x i ; Y = yj )
kurze Schreibweisef•ur M Gr•o�en: p(x1; : : : ; xM )
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Def. 2 Joint Entropy: Entropie einesVerbundereignisses
F•ur zwei Zufallsgr•o�en:

H (X ; Y) := �
k;lX

j;i =1

p(x i ; yj ) log(p(x i ; yj ))

F•ur M Zufallsgr•o�en:

H (X ; : : : ; X M ) := �
X

x1 ;x 2 ;x 3 ;:::;x M

p(x1; x2; : : : xM ) logp(x1; x2; : : : xM )

Sol•a�t sich z.B. f•ur die f•unf Zufallsgr•o�en Luftdruck, Temperatur, Windst•ar-
keund -richtung und Sonnenscheindauerdie Entropie desWettersberechnen,
indem man die Verbundwahrscheinlichkeitsdichte soauswertet.

Theorem 2 H (p1; : : : ; pm ) � log2(m) (= log2(m) wenn pi = 1
m )

Lemma 1 Wenn pi , qi Wahrscheinlichkeiten) Minimum von
G(q1; : : : ; qm ) = �

P
pi ln(qi ) ist erreicht f•ur qi = pi (bis auf Permutationen)

Theorem 3 X ; Y Zufallsvariablen:H (X ; Y) � H (X ) + H (Y)

DasWetter soll jetzt in Abh•angigkeit der Regenmengeam Vortag untersucht
werden.Dazu wird die bedingte Entropie ben•otigt:

Def. 3 Bedingte Entropie:
Es seienX ; Y Zufallsvariablenmit Verbundwahrscheinlichkeitp(x i ; yj ). Falls
Y den Wert yj annimmt, ist die bedingte Entropie unter Annahme Y = yj

H (X jY = yj ) := �
kX

i =1

p(x i jyj ) log2 p(x i jyj )

Die gewichteteSumme•uber alle yj ist die bedingte Entropie.

H (X jY) := �
lX

j =1

p(yj )
kX

i =1

p(x i jyj ) log2 p(x i jyj )

=
k;lX

i;j

p(x i ; yj ) log2 p(x i jyj ) =
lX

j =1

H (X jyj )
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; H (X jX ) = 0; H (X jY) = H (X ) wenn X , Y unabh•angig, d.h. p(x i ; yj ) =
p(x i )p(yj ).
Das Wetter h•alt also, falls wir die RegenmengeY vom Vortag wissen,diese
Mengean Information (= •Uberraschung) f•ur uns bereit.
Zwischen bedingter und Verbundentropie besteht au�erdem folgender Zu-
sammenhang:

Theorem 4 H (X ; Y) = H (Y) + H (X jY); H (X jY) � H (X )

Es lassensich noch viele andereBeziehungen herleiten und/oder de�nieren,
daf•ur seiaber auf die Spezialliteratur verwiesen.

1.2.2 Information

Zur De�nition von Information kann formal folgendeRegelangeben werden:
Sind E1 und E2 Ereignissemit den Wahrscheinlichkeiten p1 und p2, dann
ist I (p1p2) = I (p1) + I (p2). Die so de�nierte Information wird manchmal
auch als Unsicherheit oder Entropie (teilweiseauch Negentropie) bezeichnet.
Es geht um die Unsicherheit, die ich von einembestimmten Ereignisbesitze.
Nach demEreignisist der Ausgangbekannt, ich habe Information gewonnen.
Wieviel? Genausoviel, wie der vorherigenUnsicherheit entspricht.

Def. 4 I (E) = � log2(p(E))
; H (X ) =

P

k
pk I (X = ak) wenn X die Werte ak mit pk annimmt.
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2 Rauschloses Codierungstheorem f•ur ged•acht-
nislose Quellen

2.1 Einf •uhrung

(NoiselessCoding Theoremfor MemorylessSources)
In diesemAbschnitt wird dasallgemeinals

"
Shannons Theorem\ bekannte

Theorem abgeleitetund die daf•ur notwendigenGr•o�en de�niert. Das Theo-
rem ist ein sehrallgemeinund gibt eineuntere Grenzef•ur die Codewortl •ange
einesCodierverfahrensan.Auch der in derNachrichtentechnik meistverwand-
te Codieralgorithmus (von Huffman ) liegt innerhalb dieser Grenzen. An
einemBeispiel soll dieserdann einmal vorgef•uhrt werden.
Die Signi�k anz von Shannons Theorem liegt jedoch auch in der Allge-
meinheit: Eine Codierung mit Wortl •angenentspricht im informationstheo-
retischen Sinn auch einer Strategie mit Zugl•angen (bis zum Erreichen des
Zieles): beide Male ist die Frage, wie viele Einzelentscheidungen ben•otigt
werden,um einebestimmte Information zu •ubertragen/herauszu�nden.

2.2 De�nitionen

Im FolgendenwerdeneinigeDe�nitionen aufgef•uhrt. DiesemachenGebrauch
von Zeichenketten(Strings). Zeichenketten bestehenausUntereinheiten,den
sog.W•ortern, und diesewiederum aus Symbolen. Ein bin•arer Symbolvorrat
� = 0; 1 besteht nur aus 0en und 1en, der Symbolvorrat desDeutschen be-
steht aus291 verschiedenenZeichen.Symbolewerdenmeistmit ai bezeichnet.
Beispielef•ur einenSymbolvorrat in diesemSinnek•onnenauch sein:die Vo-
kale a;e;i; o;u. Der Code ist eine Abbildung vom ersten Symbolvorrat in
den zweiten. Dadurch entstehenProbleme,da die Gr•o�e desSymbolvorrates
unterschiedlich ist (z.B. 2 $ 26). Deshalbwird jedesSymbol der deutschen
Sprache in der digitalen Nachrichtentechnik durch ein Wort repr•asentiert.
So kann z.B. auch der ASCII-Code (a 7! 1000001(bin•aresWort)) als eine
solche (ine�zien te) Codierung verstandenwerden.
Die Begri�e Wort, Symbol usw. gelten sowohl f•ur die urspr•ungliche als auch
f•ur die verschl•usselteNachricht. Ein Alphabet ist die Mengealler aus� bild-
baren W•orter, also ein W•orterbuch. Das Alphabet besteht damit aus lauter
einzelnenW•ortern. Die Menge� � ist die Mengealler endlichen Zeichenket-
ten, d.h. aller m•oglichen Nachrichten ausdiesenW•ortern.
Quellen sind Nachrichtensender,die eineFolgevon Symbolen (=Nachricht)

1ohne Gro�/Kleinsc hreibung , mit •a,�, . . . :-))
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aussenden.Dabeibezeichnet X i denPlatzhalter f•ur dasi -te Symbol derNach-
richt, dasz.B. durch dasSymbol aj realisiert seinkann.
Quellensind gekennzeichnet durch ihren Symbol- (bzw. Wort-)Vorrat aj und
durch die jeweilige Wahrscheinlichkeiten der Symbole pj = P(X i = aj ). Da-
bei kann grunds•atzlich das Auftreten einesWortes abh•angig vom Auftreten
andererW•orter sein (z.B. in der deutschen Sprache: ein

"
u\ tritt seltenauf,

auf ein
"
q\ folgt das

"
u\ mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit). Eine ged•acht-

nisloseQuelle zeigt genaudiesesVerhaltennicht: jedesWort ist immer gleich
wahrscheinlich; esexistieren keine Interdependenzen. Die Quelle ist also in-
soferneinfacher zu beschreiben. Die Codierungstheoriefragt, wie die Symbo-
le der Nachricht einer Quelle m•oglichst redundanzfreidurch bin•are W•orter
dargestelltwerdenk•onnen,soda� die Entropie der codierten Nachricht nicht
weit •uber der der Quelle liegt.

Def. 5 Ged•achtnisloseQuellen (memorylesssources, MLS)
Eine MLS erzeugteine Zeichenkettevon Symbolen X i mit Wahrscheinlich-
keiten P(X i = aj ) = pj , die von i und allen vorherigenX k ; k < i unabh•angig
sind (ged•achtnislos).

Beispiel:
Symbolvorrat= a1; : : : ; an . Nachricht= X 1X 2X 3X 4, X i ein Wert ausdemSym-
bolvorrat. Zusammenmit den Wahrscheinlichkeiten f•ur die Symbole ergibt
sich ein Ensemble, n•amlich die Quelle.
Entropie der Quelle:
H = �

P
i pi log(pi ), wobei log immer zur Basis2.

2.3 Instan tane Codes (I-Co des) und eindeutig entzif-
ferbare Codes (UD-Co des)

(InstananeousCodesand Uniquely DecipherableCodes)
SeieineMLS gegebendurch W = f w1; w2; : : : ; wmg mit Wahrscheinlichkeiten
p1; : : : ; pm . Sei � ein Alphabet von D = 2 (z.B. � = f 0; 1g) Symbolen. Die
Frage ist nun, wie die W•orter auf e�zien teste Weisemit � codiert werden
k•onnen.Als BeispielerzeugeeineQuelleSf w1; w2; w3; w4g (Wertevorrat), mit
Wahrscheinlichkeiten P(X i = w1) = 0:9; P(X i = w2) = 0:05; P(X i =
w3) = 0:025; P(X i = w4) = 0:025.Vergleiche folgendeCodierungen:

Codierung w1 w2 w3 w4 hni
A 0 111 110 101 1.2
B 00 01 10 11 2

10



wobei sich die mittlere Wortl •angeaushni = �n =
P

i n(wi )p(wi ) ergibt.
Seien� ein Alphabet (

"
W•orterbuch\ ) und � � = W � die Mengealler endli-

chen Strings der W•orter.

Def. 6 Codierung/Code
Eine Codierung (Chi�r e) ist eine Funktion f mit:
f : f w1; w2; : : : ; wmg 7! � �

Eine Nachricht m = (wi 1 wi 2wi 3 : : : wi k ) der QuelleausW � wird in � � mit der
Vorschrift

f (m) := f (wi 1 )f (wi 2 )f (wi 3 ) : : : f (wi k )

codiert. Die L•ange eineseinzelnencodierten Wortes jf (wi )j � der Zahl der
Symbole aus �, die zur Codierung ben•otigt werden.Die mittlere Wortl •ange
ist de�niert als hf S i :=

P
i pi jf (wi )j.

Def. 7 Pr•a�x
Seienx; y 2 � � . x ist ein Pr•a�x von y wennesein z 2 � � gibt, so da� xz=y.

Def. 8 I-Code Ein Code f ist instantan (I-Code), wenn es kein wi ; wj gibt,
f•ur die f (wi ) ein Pr•a�x von f (wj ) ist2.

Damit ist jeder I-Code auch eindeutig decodierbar.
Beispiel:Komma-Code mit � = f 0; 1g.
Der Symbolvorrat einer Quelle sei mit w1; w2; w3; w4 ersch•opft. Codierung:
f (w1) = 0, f (w2) = 10, f (w3) = 110, f (w4) = 1110. Die Symbolfolge
011010011101100: : : wird zur•uck•ubersetzt in w1w3w2w1w4w3w1 : : : .
Jedoch ist nicht jeder UD-Code ein I-Code. Als Beispielcode kann z.B. der
Quellsymbolvorrat W = f w1; w2g, abzubildenin denSymbolraum � = f 0; 1g
mittels der Vorschrift (Code): f (w1) = 0, f (w2) = 01 dienen.
Da f (w1) Pr•a�x von f (w2) ist, ist er nicht instantan (von vornenach hinten)
lesbar.Jedoch sobalddie gesamte Nachricht angekommenist, ist sieeindeutig
decodierbar (lesevon hinten):

001010100010101

Generell gesagt,ist das Konzept einesUD-Codes etwas komplexer als das
Konzept einesI-Codes.

2I-Codeswerden auch als Pr•a�xco desbezeichnet
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2.4 Kraft-McMillan-Ungleic hungen

Theorem 5 Kraft scheUngleichung
Sei eine Quelle mit N Symbolen gegeben, die mittels desCodesin N W•orter
mit Wortl •ange l i ; i = 1: : : N desAlphabetes � •ubersetzt werden sollen. Die
Anzahl der Symbole in � sei D. Dann existiert ein I-Code ,

NX

i =1

D � l i � 1:

Beweis:
"
( \

Sei
P N

i=1 D � l i � 1.
F•uhre eine Entartung nj zu l i ein: Anzahl der W•orter mit L•ange l i = j .
Weiter bezeichne l = max(l i ). Dann giltP l

j =1 nj D � j � 1
Dies entspricht der Zusammenfassungvon W•ortern gleicher L•ange.Umfor-
men ergibt
nl � D l � n1D l � 1 � n2D l � 2 � � � � � nl � 1D, alsoauch
0 < D l � n1D l � 1 � n2D l � 2 � � � � � nl � 1D. Dividiere durch D:
nl � 1 < D l � 1 � n1D l � 2 � n2D l � 3 � � � � � nl � 2D wiederholeProzedur
...
n2 < D 2 � n1D
n1 < D
Es k•onnenn1 W•orter der L•ange1 codiert werden(da D > n1, D Anzahl der
Symbole). Sei W �

1 die MengedieserSymbole (W•orter). Damit existierenn1

W•orter der L•ange1, und D � n1 noch nicht benutzte Symbole. Es existieren
n2 W•orter der L•ange2. Ohne Pr•a�xe aus W �

1 zu verwenden, gibt es noch
D(D � n1) m•ogliche Kombinationen von zwei Symbolen aus �, was nach
obigenUngleichungenausreicht. DieseMengeseiW �

2 .
Entsprechend gibt esn3 W•orter der L•ange3. Um diesedarzustellen,werden
ausden (pr•a�x-freien) D 3 � n2D 2 � n1D m•oglichen W•ortern n3 ausgew•ahlt.
DiesesVerfahrenwird entsprechend bis nl fortgesetzt.

"
) \

Zum Beweis der Ungleichung f•ur I-Codes betrachte einen D-•aren Baum
der Ebenenzahllmax (=L •angedesl•angstenCodewortes). Ein Codewort mit
L•angel i be�ndet sich in diesemBaum auf Ebenel i und hat in der obersten
EbeneD lmax � l i Nachfolger. Man kann nun die Summeder Nachfolger aller
Codew•orter (

P
i ) in der oberstenEbenebilden. Da essich um einenI-Code

handelt, kann kein Nachfolger zu 2 Codew•ortern geh•oren. Die Gesamtzahl
der Nachfolger in der oberstenEbeneist also

P
i D lmax � l i .

12



Ternärer Baum

(D=3)

Symbole: a,b,c

a

b

c

aa

ab

ac

ba

bb

bc

ca

cb

cc

Wurzel

Blatt
Auf der anderenSeiteist die Gesamtzahl der Bl•atter (=Knoten auf oberster
Ebene)D lmax . Daher folgt:

NX

i =1

D lmax � l i � D lmax !
NX

i =1

D � l i � 1:

Theorem 6 McMillan scheUngleichung
Mit den Bezeichnungenwie oben:
Es existiert ein UD-Code mit max. Wortl •angeN ,

NX

i =1

D � l i � 1:

Beweis
"
( \ DieseRichtung ist einfach, da Kraft erlaubt, aus der Bedin-

gung einenI-Code zu entwickeln. Jeder I-Code ist aber auch ein UD-Code.

"
) \ Sei ein UD-Code mit W•ortern der L•ange l1; : : : ; lN gegeben. Ist l =

max l i und wird eineWortfolge der L•anger konstruiert, dann gilt

�
D � l1 + � � � + D � lN

� r
=

r lX

i =1

bi D � i r 2 � :

bi ist hierbei die Anzahl der Kombinationen, mit deneneineWortfolge ausr
W•ortern desAlphabets � der Gesamtl •angei konstruiert werden kann3. Da

3z.B. beim Komma-Code mit r = 3 ist b1 = b2 = 0, b3 = 1, b4 = 3, b5 = 6, b6 = 9 usw.
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der Code eindeutig entzi�erbar ist, mu� die Anzahl der erlaubtenKombina-
tionsm•oglichkeiten der Symbole maximal die Anzahl der m•oglichenKombi-
nationen sein,d.h. bi � D i und somit

 
NX

i =1

D � l i

! r

�
r lX

i =1

1 = r l

NX

i =1

D � l i = (r k)
1
r

r !1� � � ! 1

Aus beidemTheoremenfolgt: Es existiert ein UD-Codemit festerWortl •ange
l1 : : : ln , esexistiert ein I-Code mit festenWortl •angenl1 : : : ln .

2.5 Rauschlose Codierung-Theorem

Sei S eine Quelle mit den zu codierendenSymbolen w1 : : : wm mit Wahr-
scheinlichkeiten p1; : : : ; pm . Gesucht wird ein UD-Code mit dem Alphabet
� so da� die mittlere Wortl •angeso kurz wie m•oglich wird (Dies wird kom-
pakter Code (C-Code) genannt). Die Entropie der Quelle berechnet sich zu
H = �

P m
i=1 pi log(pi ).

Theorem 7 Shannon s Theorem
Habe S die Entropie H . Dann mu� jeder UD-Code von S in � die mitt-
lere Wortl •ange l(S) � H

log2 D haben. Es existiert mind. ein UD-Code mit

Wortl •angel(S) � H
log2 D + 1.

2.6 Hu�man-Co de

Nehmenwir einenreduziertenWortschatz anstelledeskompletten Alphabets
(z.B ein Baby, dasnur die Vokalea, e, i, u, o von sich gibt). Die interessierten
Eltern wollen vom Nebenzimmerh•oren, was ihr Baby f•ur Ger•ausche macht.
Das elektronische Ger•at soll nun nur die Symbole a,e,i,o,u bin•ar codieren.
FolgendeWahrscheinlichkeitsverteilung seigegeben:

Symbol a o i e u
P(Symbol) 0.3 0.25 0.25 0.1 0.1

Die beiden kleinstwahrscheinlichsten Symbole werden nun zu einem Hilfs-
symbol zusammengefa�t,und dessenWahrscheinlichkeit berechnet:

Symbol a o i (e/u)
P(Symbol) 0.3 0.25 0.25 0.2

14



Zuerst wird neu nach absteigenderWahrscheinlichkeit sortiert (hier bereits
erf•ullt). DieserSchritt wir nun so oft wiederholt, bis ein Symbol mit Wahr-
scheinlichkeit 1 auftritt.
Vom oberstenEntscheidungsknotenausgehendwird jetzt der jeweils oberen
Verzweigung der Wert 1, der jeweils unteren der Wert 0 zugeordnet.Jedes
Blatt besitzt nun eineeindeutigeSymbolfolge:Die Bin•arfolgebeginnendvon
der Wahrscheinlichkeit 1 bis zum Symbol. F•ur den Beispielcode ergibt sich:

a

o

i

Endknoten (Blatt)

e

u

Symbol P

0.3

0.25

0.25

0.1

0.1

0.45

0.55

1

0
1

0

1

0.2 01

0

Entscheidungsknoten

Symbol a o i e u
Codewort 11 10 01 001 000

O�ensichtlich ist dies ein Pr•a�xcode. Zum Beispiel wird die Symbolfolge
11010100111000in aiioau •ubersetzt. Die mittlere Wortl •angedesCodesbe-
tr •agt hier 2.4 bit/Sym bol, die Entropie der Quelle ist

P
i pi log2 pi = 2:185

bit/Sym bol4.
Sp•atestenszu Beginneiner •Ubertragungmu� der Code feststehen.Ein Code,
der nach denobigenPrinzipien aufgebautist, ist z.B. der Morse -Code.Auch
viele digitale Komprimierverfahrenarbeiten nach diesemPrinzip. Da hier oft
f•ur jedeDatei eineeigeneTabelle verwendet wird, ist esbei •ahnlichen Daten
daher sinnvoller, dieseerst zu einer Einheit (Datei) zusammenzufassen.

4genaueresdazu z.B. im Vorlesungsskript Nachrichtentechnik [9]
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3 Einzelne Quan tensysteme

Im folgendensei S ein Quantensystem das durch eine Basis von nur zwei
orthogonalenZust•andenj0i und j1i im Hilber t raum H 2 beschrieben wird.
Beispielsweisesind folgendeSystemem•ogliche Realisationenhiervon:

� 2 Zustands-Atom. Hierbei werdenauseinergro�en Anzahl von Zust•an-
den z.B. durch einenLaser•ubergangzwei Zust•andeausgew•ahlt, soda�

j0i = jn0; l0; m0; s0i ;

j1i = jn1; l1; m1; s1i :

� Die zwei Polarisationsrichtungen desPhotons:

j0i = j $i und j1i = j li :

Entsprechend k•onnen auch links- und rechtszirkular polarisierte Pho-
tonen als Basiszust•andedienen.

� JedesSpin-1
2-Teilchen.

3.1 Reine Zust •ande

Ein reiner Zustand wird durch

j i = C0j0i + C1j1i ; C1; C2 2 �

1 = jC0j2 + jC1j2

beschrieben. Beispiel:

 = cos
�

#
2

�
j0i + ei' sin

�
#
2

�
j1i #; ' 2 [0; 2� )

Die Zust•andelassensich auch als
"
normale\ Vektoren darstellen:

j0i =
�

1
0

�
j1i =

�
0
1

�
; j i =

�
C1

C2

�

Im allgemeinen(s. insb. 3.2) erfolgt die Beschreibung jedoch •uber die Dich-
tematrix � , die in H 2 wirkt. Es mu� gelten

� � 0 � = � y Spur(� ) = 1
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d.h. � mu� einehermitesche, positiv de�nite 5 Matrix mit der Spur 1 sein.F•ur
reine Zust•andegilt zudem� = � 2 und � l•a�t sich als Projektor schreiben:

� � j ih j =
�

C0

C1

�
(C0

� ; C1
� ) =

�
jC0j2 C0C �

1

C1C �
0 jC1j2

�

Spur(� ) = jC0j2 + jC1j2 = 1; � 2 = j i h j i
| {z }

=1

h j = �

8j' i 2 H 2 gilt damit

h' j� j' i � 0 , Spur(�P ) � 0;

wie sich durch einsetzenleicht zeigenl•a�t.

3.2 Gemisc hte Zust •ande

Aus einer QuellekommenZust•andej 1i ,j 2i ,j 3i usw. mit den Wahrschein-
lichkeiten p1; p2; p3; : : : p 2 � + . Die Dichtematrix schreibt sich jetzt als

� = p1j 1ih 1j + p2j 2ih 2j + p3j 3ih 3j + : : : (1)

Auch hier gilt wieder

� =
�

q00 q01

q10 q11

�
; q1; q2 2 R; q2

00 + q2
11 = 1; q01 = q�

10

; � � 0; Spur(� ) = 1; und � = � y;

d.h. zur Beschreibung von � werden3 Zahlen aus � ben•otigt.
Hiermit kann die von Neumann -Entropie de�niert werden:

S(� ) = � Spur(� log2 � ) = �
X

pi log2 pi

Hierbei sind die pi die Eigenwerte von � .
Bei einemreinen Zustand j i gibt eseineBasis, in der j i = j1i und somit
S = 0 ist, d.h. � hat den Rank 1. Ein gemischter Zustand zeichnet sich
dadurch aus,da� S 6= 0, so ist z.B. beim maximal gemischten Zustand

� m =
1
2

(j0ih0j + j1ih1j) S(� m ) = �
2X

1

1
2

log2

�
1
2

�
= 1:

5hier lax als � � 0 geschrieben
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3.3 Op eratoren

Die Operatoren

P0 � j0ih0j =
�

1 0
0 0

�
= P2

0 � � � j0ih1j =
�

0 1
0 0

�

P1 � j1ih1j =
�

0 0
0 1

�
= P2

1 � + � j1ih0j =
�

0 0
1 0

�

sind linear unabh•angigund bilden daherin H 2 eineBasis,d.h. jederOperator
kann als Linearkombination von P0, P1, � + und � � geschrieben werden.
Es gilt

� + j0i = j1i Erzeugungsoperator

� � j1i = j0i Vernichtungsoperator

Das Skalarprodukt zwischen den OperatorenA; B ist de�niert als

hA; B i = Spur
�
B yA

�
kAk =

p
hA; Ai :

Im allgemeinenwird eineandereOrthonormalbasisgew•ahlt: die Pauli -Matrizen:

�

= P0 + P1 =
�

1 0
0 1

�

� x = � + + � � =
�

0 1
1 0

�

� y = i (� + � � � ) =
�

0 � i
i 0

�

� z = P0 � P1 =
�

1 0
0 � 1

�

Die � i sind idempotente, spurloseMatrizen, d.h. ihre Eigenwerte sind � 1.
Sie erf•ullen die Vertauschungsrelation

[� x ; � y ] = 2i� z

und sind zyklisch.
Damit l•a�t sich f•ur jedes� i eineEigenbasis�nden:

j0i x =
1

p
2

(j0i + j1i ) j0i y =
1

p
2

(j0i + i j1i ) j0i z = j0i

j1i x =
1

p
2

(j0i � j1i ) j1i y =
1

p
2

(j0i � i j1i ) j1i z = j1i

18



Damit ist � i j0i i = + j0i i und � i j1i i = �j 1i i .
Um Spins in beliebigeRichtungen beschreiben zu k•onnen, wird eine verall-
gemeinertePauli -Matrix

� ~n = ~� � ~n � T = (� x ; � y ; � z)

Auch � ~n ist idempotent mit Eigenwerten � 1.
Damit kann � in der Pauli -Basisentwickelt werden:

� =
1
2

3X

i =0

� i A i A i = f
�

; � x ; � y; � zg; � 0 = 1; � i = Spur(�A i )

Aus � 0 = 1 folgt Spur(� ) = 0. Die anderendrei Parametern � i sind in einer
Messungdie Erwartungswerte der Spinoperatoren in die drei Raumrichtun-
gen,und daher reell:

h� x i = � 1; h� y i = � 2; h� z i = � 3

Durch Einsetzenkann leicht •uberpr•uft werden, da� Spur(� 2) = 1 , � 2
1 +

� 2
2 + � 2

3 = 1 , � ist reiner Zustand. Ansonsten ist Spur(� 2) < 1. Geome-
trisch bedeutet dies, da� reine Zust•ande auf der Ober
 •ache der von den � i

aufgespannten Kugel liegen, w•ahrend gemischte Zust•ande sich im inneren
be�nden. Damit wird auch sofort o�ensichtlich, da� gemischten Zust•anden
viel h•au�ger sind.

(mixed)

|+>

a|+> +b|-> (pure)
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3.4 Observ able

Observablenentsprechenselbstadjungierte(oder
"
hermitesche\ ) Operatoren,

d.h. B = B y mit

B =
1
2

3X

i =0

bi A i f A i g = f
�

; � x ; � y ; � zg; bi � Spur(BA i )

B =
�

B00 B01

B10 B11

�

3.5 Messungen

Allgemeine Messungen•uberf•uhren den zu messendenZustand in einen Ei-
genzustanddesMe�operators. In unserenAnwendungenist dieserOperator
ein Projektor, d.h. P 2 = P und P = P y mit denzwei Eigenwerten f 0; 1g, die
damit z.B.

"
ja\ oder

"
nein\ entsprechen k•onnen:

ja : � !
P�P

Spur(P�P )

nein : � !
(1 � P)� (1 � P)

Spur(P�P )

1 � P wird auch als Q abgek•urzt und ist der zu P komplement•are Operator
in dem Sinne,da�

QPj i = (1 � P)Pj i = 0

Q projeziert alsoauf den Unterraum, der ? zum Unterraum von P steht.
Der Erwartungswert einer physikalischen Gr•o�e errechnet sich damit als
hB i = Spur(B � ). DiesenErwartungswert kann nat•urlich nicht in einer sin-
gul•arenMessungerhalten werden,sondernerst nachdemviele Messungenan
dem Teilchenensemble durchgef•uhrt wurden. Man kann sich das gemischte
Ensemble als einenKasten auseiner gro�en Anzahl Teilchen vorstellen, von
denen man nicht wei�, ob sie sich in dem Zustand j�i oder j+ i be�nden.
Ein reiner Zustand entspricht einem Ensemble, bei dem von allen Teilchen
bekannt ist, in welchem Zustand siesich be�nden, z.B. j+ i . Zwar kann auch
hier der Me�ausgangeiner Einzelmessungstochastisch sein - wenn zum Bei-
spiel den Spin in einer Richtung zu der j+ i nicht Eigenzustandgemessen
werden soll. Wenn aber die

"
richtige Frage\ gestellt wird (d.h. den Spin in

der Richtung mi�t, zu der j+ i Eigenzustandist), soergibt sich beim reinem
Zustand immer dieselbe Antwort: up. Dies wird auch

"
maximum quantum

test\ genannt.
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Beim Gemisch ist dasnicht der Fall. Selbstin der
"
richtigen\ Richtung wird

mal
"
up\ und mal

"
down\ erhalten:der Zustand ist ein Mischung. Die Wahr-

scheinlichkeiten, mit der die einzelnenZust•ande in dem Gemisch vertreten
sind, ergeben sich aus der relativen H•au�gkeit des Me�ausgangesbei der

"
richtigen\ Fragestellung,wenn viele Teilchen gemessen.DieseWahrschein-

lichkeiten pi zusammenmit denvertretenenZust•andenergeben denGesamt-
zustand einesSystems:folglich Gleichung (1).

3.6 Zeiten twic klung

In abgeschlossenenSystemenkann die Zeitentwicklung durch eine unit •aren
Operator beschrieben werden(Zeitumkehr). Bei o�enen Systemenkommt es
aber zu Zerfallsprozessen(Energieaustausch) und Koh•arenzverlust(Phasen-
verlust). In vielen Systemenist der Koh•arenzverlust der problematischere
Ein
u� der Umwelt6. Koh•arenzverluste spielen sich in Zeitr•aumen von ca.
10� 12 s ab, w•ahrend Dissipation, d.h. Energieaustausch (=spontane Strah-
lung), im Bereich von 10� 9 s liegt. Zwei F•alle werden grunds•atzlich unter-
schieden:

3.6.1 Isolierte Quan tensysteme

In isolierten Sytemenist die Zeitentwicklung unit •ar:

j (t2)i = U(t2; t1)j (t1)i

U ist dabei ein unit •arer Operator, d.h. U ist invertierbar und U erh•alt die
Norm:

h jU+ Uj i = h j i ) U+ U = UU+ = 1

Das gleiche gilt bei einer 2 
 2-Darstellung der Operatoren f•ur die entspre-
chendenMatrizen. Der unit •areZeitentwicklungsoperator U l•a�t sich ausdem
Hamil ton operator gewinnen,falls H nicht explizit zeitabh•angig ist:

U = exp(� i
H t
~

)

Damit l•a�t sich die zeitabgeleiteteForm der obigenGleichung angeben als:

i~
@
@t

j i = H (U)j (t)i

6Z.B bei Femtosekunden-Lasernist der Zerfall auf Zeitskalen von 10� 9 s total irrelevant
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H ist hermitesch, und es ist Spur(H ) =0, also ist die Determinante von
U = 1.
Die Zeitentwicklung einesGemisches wird durch die von-Neumann -Glei-
chung beschrieben:

i~@t � = [H (t); � ]

Im H 2 ist der Hamil ton operator entwickelbar in der Basis f
�

; � i g, so da�
er sich schreiben l•a�t als

H (t) =
~
2

X
ni (t)A i

Falls H nicht von der Zeit abh•angt, sind die ni (t) = ni = const:, soda� sich
mit ! = 1

2

p
n2

1 + n2
2 + n2

3 und ~n = (n1 ;n2 ;n3)p
n2

1+ n2
2+ n2

3

ergibt:

H = ~! ~n � ~� +
~n0

2
�

Mit der Abk•urzung~� ~n = ~n~� lautet die L•osungder Schr •odinger -Gleichung
dann:

U(t) = e� i H t
� = e� i! ~� ~n = cos(! ~n t) � i sin(! ~� ~n t)

~� 2
~n = �

=
�

cos(! t) � i~� ~n sin(! t)

Ein Beispiel f•ur einen solchen Hamil ton ian, der die zeitliche Entwicklung
eines2-Zustandssystemsbeschreibt, ist der in der Quantenoptik sehroft ver-
wendete

H =
~
2

� � z +
~

2

(� + ei� + � � e� i� )

|1>

w

|0>

mit ! L : Laserfrequenz,! 0: •Ubergangsfrequenz,� = ! L � ! 0: Verstimmung,
~
: Dipolmatrixelement des •Ubergangs,ei� : Phasedeselektrischen Feldes.
Im resonanten Fall (� = 0) ergibt sich als L•osung:

U(t) =
�

cos( 
 t
2 ) � i sin( 
 t

2 )e� i�

i sin( 
 t
2 )ei� cos( 
 t

2 )

�

Daszeitliche Verhalten sind die bekannten Rabi -Oszillationenzwischen dem
oberenund unteren Niveau, 
 bezeichnet die Rabi -Frequenz.
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3.6.2 Nic htisolierte (o�ene) Quan tensysteme

O�ene Quantensystemewechselwirken per De�nition mit der Umgebung.
Dabei sind zwei Ph•anomenezu unterscheiden:

Zerfall = Dissipation

Spontane Emission einesPhotons durch ein Atom beruht auf Wechselwir-
kung des Atoms mit der Umgebung, n•amlich dem Vakuum. Das Photon
geht in einen Mode deselektromagnetischen Feldes.Solche Wechselwirkun-
gen k•onnenunterbunden werden,wenn man entweder einenverbotenenDi-
pol•ubergangbetrachtet oder man dem Atom keinen Mode anbietet, in den
esein Photon passenderEnergieabstrahlenkann. Dadurch kann e�ektiv eine
WechselwirkungdesSystemsmit der Umgebungverhindert werden.Lebens-
dauernverbotener •Uberg•angeim Sekundenbereich sind keineSeltenheit.Ein
Zerfall modi�ziert die Diagonalelemente von � , die den Besetzungszahlen
entsprechen.

Dek oh•arenz

Anders als bei Dissipation �ndet bei Dekoh•arenzkein Energieaustausch des
Systemsmit der Umgebungstatt. Stattdessenverteilen sich die Phasenein-
zelner Quantensuperpositionen sehr schnell zuf•allig •uber den gesamten Be-
reich. DieserE�ekt f•uhrt auch zum Paradoxon der Schr •odinger schenKat-
ze und den ihrer modernen Nachfolgern. Dekoh•arenz modi�ziert die Nicht-
diagonalelemente von � , die Koh•arenzen.

3.7 Diskrete Zeiten twic klung

Betrachten wir die Zeitentwicklung eines Zustandesdiskretisiert. Der Zu-
stand sei j0i . Zwei •aquivalente Darstellungensind

�
1
0

�
�= j0i �=

�
1 0
0 0

�

Eine diskrete Zeittransformation ist z.B. durch

UA =
1

p
2

�
1 1
1 � 1

�
= UT

A = U� 1
A = U+

A

gegeben. Das letzte Gleichheitszeichen bedeutet Unitarit •at.
N.B.: DieseMatrix ergibt sich ausUA = UA; 2UA; 1 wobei

U1 =
1

p
2

= i~� ~n sin(
� 1

2
); ~n =

0

@
1
0
1

1

A ; � 1 =
�
2
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eineDrehung um 90 Grad um den Raumrichtungsvektor ~n und

U2 = � i
�

= i~� ~n sin(
� 2

2
); ~n =

0

@
0
0
1

1

A ; � 2 = �

eineDrehung entlang der z-Achseum � 2 = � darstellt.
Mit einemsolchen diskreten Zeitschritt wird

�
1
0

�
UA7!

1
p

2

�
1
1

�

oder in Matrixschreibweise:
�

1 0
0 0

�
UA7!

1
2

�
1 1
1 � 1

� �
1 0
0 0

� �
1 1
1 � 1

�
=

1
2

�
1 1
1 1

�

Dann folgt

1
2

�
1 1
1 1

�
UA7!

�
1 0
0 0

�
) � �nal = � initial

Dekoh•arenzbeein
u�t die Nichtdiagonalelemente im Zwischenschritt:

� in
UA7!

1
2

�
1 1
1 1

�
dec7!

1
2

�
1 0
0 1

�
UA7!

1
2

�
1 0
0 1

�
= � �n ) � �n 6= � in

Die Eigenwerte •andernsich alsovon f 0; 1g nach f 1
2g. Damit ist die Operati-

on nicht mehr unit •ar, denn unit •are Operationen •andern das Spektrum (die
Eigenwerte) nicht. Als ein Beispiel soll das 2-Niveausystemzusammenmit
seinerUmgebungdienen:

j0i ; j1i ; jE i

Da Systemund Umgebungzusammenisoliert sind, ist die gemeinsameZeit-
entwicklung von (S+E) unit •ar. Der Zustand l•a�t sich als Produktzustand
schreiben:

j0i 
 jE i U7! j0i 
 jE00i + j1i 
 jE01i

j1i 
 jE i U7! j0i 
 jE10i + j1i 
 jE11i

Unit •are Zeitentwicklung bedeutet, da� das Skalarprodukt invariant gelassen
wird. Darausergibt sich (mit hEjE i = 1) als Bedingung:

1 = (h0j 
 hEj)( j0i 
 jE i ) uni= hE00jE00i + hE01jE01i = 1
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und ebensoausder zweiten Zeile

hE10jE10i + hE11jE11i = 1

und ausdem Vergleich der beiden

hE00jE10i + hE01jE11i = 0

Betrachten wir jetzt konkret einenreinenZustand desUntersystemsund den
desdazugeh•origen desGesamtsystems:

j� i = c0j0i + c1j1i ; j� i = j� i 
 jE i

Die unit •are Entwicklung ergibt:

j� i U7! j� 0i = c0(j0i 
 jE00i + j1i 
 jE01i ) + c1(j0i 
 jE10i + j1i 
 jE11i )

= j0i 
 (c0jE00i + c1jE10i ) + j1i 
 (c0jE01i + c1jE11i )

Die Dichtematrix transformiert in:

� in = j� ih� j U7! j� 0ih� 0j = � 0

� 0 sieht explizit wie folgt aus (jE i ohne, j0i ; j1i in Basisdarstellung):

� 0 =
�

c0c�
0jE00ihE00j + c1c�

1jE10ihE10j + c0c�
1jE00ihE10j + c�

0c1jE10ihE00j : : :
: : : : : :

�

Die Zust•andeder Umgebungwerdenaber per De�nition nicht gemessen.Das
me�bare Ensemble beschr•ankt sich auf die reduzierteMatrix � 0

s = Spur(� 0)E ,
die Dichtematrix die sich ergibt, wenn •uber die Untermatrix von jE i die Spur
gebildetwird. Der obendargestellteMatrixausschnitt entspricht h0j� 0j0i , die-
ser Ausschnitt f•ur die reduzierteMatrix � 0

s ist7:

h0j� 0
sj0i = jc0j2hE00jE00i + jc1j2hE10jE10i + c0c�

1hE10jE00i + c�
0c1hE00jE10i

Da Spur(� 0
s) = 1 folgt

h1j� 0
sj1i = 1 � h0j� 0

sj0i

Au�erdem gilt f•ur die Nichtdiagonalelemente:

h0j� 0
sj1i = jc0j2hE01jE00i + jc1j2hE11jE10i + c�

0c1hE01jE10i + c0c�
1hE11jE00i

7Beachte: Spur(jAihAj)=Spur (hAjAi )= hAjAi Spur(1)= hAjAi
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� in entspricht einemreinenZustand, � 0
s bildet jedoch ein Gemisch (•uberpr•ufe

durch (� 0
s)

2 6= � 0
s). Die Nichtdiagonaltermewie h0j� 0

sj1i , alsodie Koh•arenzen
zwischenSystemund Umgebung,gehenschnell gegenNull. Soentwickelt sich
die Dichtematrix des(Unter-)Systemsim Laufe der Zeit zu einer Diagonal-
matrix mit klassischen Wahrscheinlichkeiten f•ur die verschiedenenZust•ande8

Ein Spezialfall tritt ein, falls alle jE ij i senkrecht aufeinanderstehen.Dann
folgt h0j� 0

sj0i = jc0j2 + jc1j2 = 1.9

8diesentspricht der modernenBeschreibung f•ur den Me�proze� und den •Ubergangvon
Amplituden in klassische Wahrscheinlichkeiten f•ur einen Zustand nach der Messung.

9MessungeinesEigenzustandes?
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4 Zusammengesetzte Quan tensysteme

4.1 Notation

Die beiden Teilsystemeseienmit A10 und B11 bezeichnet. Die zugeh•origen
Hilber t r•aume sind H A und H B , der Gesamtraum H = H A 
 H B . Die
Dimension diesesRaumes ist N = NA � NB . Beispiele daf•ur sind zwei 2-
Niveau-Atome, zwei Spin 1

2-Teilchen oder zwei Photonen in zwei Moden des
EM-Feldes.Um eine De�nition f•ur Verschr•ankung sauber zu notieren, sol-
len zun•achst unterschiedliche Schreibweisenaufgef•uhrt werden. Es handelt
sich immer um zweidimensionaleTeilsysteme.Daher ist die Dimension des
Gesamtraumes 4. Eine Basis in diesemvierdimensionalenRaum stellen die
folgendenVektoren dar:

fj 0i A 
 j0i B ; j0i A 
 j1i B ; j1i A 
 j0i B ; j1i A 
 j1i B g

Eine Darstellungsart ergibt sich aus der •ublichen Spaltenschreibweise und
anschlie�ender Umschreibung:

j0i A 
 j0i B =
�

1
0

�

A



�

1
0

�

B

=

0

B
B
@

1 = a0b0

0 = a0b1

0 = a1b0

0 = a1b1

1

C
C
A

oder= j0; 0i oder= j0i H 4

F•ur die zweite Kombination ergibt sich:

j0i A 
 j1i B =
�

1
0

�

A



�

0
1

�

B

=

0

B
B
@

0 = a0b0

1 = a0b1

0 = a1b0

0 = a1b1

1

C
C
A

oder= j0; 1i oder= j1i H 4

In der letzten Darstellungsweisewird bis 3 gez•ahlt.

4.2 Reine Zust •ande

Ein reiner Zustand wir durch

j i = c00j0; 0i + c01j0; 1i + c10j1; 0i + c11j1; 1i

dargestellt. Dabei gilt, da� die Koe�zien ten bis auf einen(irrelevanten) glo-
balen Phasenfaktorder Beziehung

1X

i;j =0

c2
ij = 1

10oft auch als Alice bezeichnet
11der m•annliche Vertreter Bob
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gen•ugen. Damit l•a�t sich z.B c00 immer reell schreiben und esergeben sich
insgesamt 6 reelleParameter (3 komplexe,1 reeller, -1 Bedingung).
Somit ist12

� =

0

B
B
B
@

jc00j2 c00c�
01 : : :

c�
00c01 jc01j2

... jc10j2

jc11j2

1

C
C
C
A

:

Wichtig ist auch die reduzierteDichtematrix:

� A = Spur(� )B =
X

i B

h#B
i j� j#B

i i

� B = Spur(� )A =
X

i A

h#A
i j� j#A

i i

Bei den von uns betrachteten Systemen(d.h. in einer 2 � 2 Basis) ist

r ; � A =
�

� 00
A � 01

A

� 10
A � 11

A

�

r ; � B =
�

� 00
B � 01

B

� 10
B � 11

B

�

Da essich hier um reine Zust•andehandelt ist

� = j ih j mit � 2 = �; Spur
�
� 2

�
= 1

Die reduziertenDichtematrizen werdenjedoch im allgemeinengemischte Zu-
st•andedarstellen,d.h.

Spur
�
� 2

A

�
< 1 Spur

�
� 2

B

�
< 1

Lemma 2 F•ur jeden gemischtenZustand � A existiert ein reiner Zustand
� = j ih j derart, da�

� A = Spur(� )B

12s. hierzu auch Anhang A
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4.3 Unk orrelierte (Pro dukt-)Zust •ande

Zust•andeder Form

j i = j A i 
 j B i ( ) � = � A 
 � B )

hei�en Produkt-Zust•ande. Werden die Zust•ande durch Basisvektoren ausge-
dr•uckt, d.h.

j A i = cA
0 j0i A + cA

1 j1i A

j B i = cB
0 j0i B + cB

1 j1i B

; j i =

0

B
B
@

cA
0 cB

0

cA
0 cB

1
cA

1 cB
0

cA
1 cB

1

1

C
C
A =

0

B
B
@

z1

z2

z3

z4

1

C
C
A

ergibt sich darausdie Bedingung

, z1z4 � z2z3 = 0

Weitere Eigenschaften der Produktzust•ande/vektoren:

1. Produktvektoren sind eineMengemit Ma� Null (Punktmenge)

2. Produktvektoren formen keinen linearen Unterraum

3. Aus � = j ih j folgt � A;B = j A;B ih A;B j ist ein reiner Zustand

4.4 Verschr •ankte Zust •ande

Alle Zust•ande, die sich nicht als Produktzust•ande darstellen lassen,hei�en
verschr•ankte Zust•ande:

@j A i ; j B i : j i = j A i 
 j B i

Physikalisch bedeutetdies,da� Quantenkorrelationenvorliegen.Die beteilig-
ten Teilchen (z.B. Spin-1

2-Teilchen) werdenauch
"
EPR13\ -Teilchen genannt.

Zum Beispiel l•a�t sich

j � i =
1

p
2

(j "#i � j #"i ) =

0

B
B
@

0
1

� 1
0

1

C
C
A

13Einstein-Podolsky-R osen

29



nicht als Produktzustand schreiben.
Verschr•ankte Zust•andeliegendicht im Hilber t raum und k•onnendahereine
Basisbilden, z.B. die Bell -Basis:

j � i =
1

p
2

(j01i � j10i )

j� � i =
1

p
2

(j00i � j11i )

Alle Zust•ande,die durch beliebigelokale Transformationenaus dieserBasis
hervorgehen,d.h.

j i = UA 
 UB

(
j � i

j� � i

sind maximal verschr•ankt. Desweiterengibt esdie GHZ14-Zust•ande.Diessind
Zust•ande in h•oherdimensionalenR•aumen:

1
p

2
(j 000: : : 0| {z }

n

i � j 111: : : 1| {z }
n

i )

4.5 Schmidt Orthogonalisierung

Im Produktraum H = HA 
 HB mit denDimensionenNA , NB l•a�t sich jeder
Zustand als Summevon Produktzust•andenschreiben

j i =
min( N A ;N B )X

i =1

� i juA
i i 
 juB

i i mit

hui juj i = � ij

Betrachte z.B.

j� + i =
1

p
2

(j00i + j11i )

Die reduzierteDichtematrix ergibt sich mit

j i =
X

� i jui ij vi i ; � = j ih j zu

Spur(� )B =
X

� 2
i jui ihui j

Spur(� )A =
X

� 2
i jvi ihvi j

14Greenber ger, Horne, Zeilinger
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Da die Zust•andenormiert sind, ist

1 = h j i )
X

i

� 2
i = 1

Bei den maximal verschr•ankten Zust•anden,den Bell -Zust•anden, ist

Spur(� )A;B =
1
2

�

A;B

Es sind •aquivalent:

1. j i ist ein Produktvektor.

2. j i hat nur einenTerm in der Schmidt -Zerlegung.

3. � A , � B entsprechen reinen Zust•anden.

Bei reinen Zust•andenkann als Ma� f•ur die Verschr•ankung die Entropie der
Subsystemegenommenwerden,d.h.

E(j i ) = S(� A ) = S(� B )

Wennj i ein Produktzustand ist, dann ist � A;B ein reiner Zustandund damit
die Entropie E gleich null.

4.6 Gemisc hte Zust •ande

Bei gemischten Zust•andenlautet die Dichtematrix

� =
3X

i =0

3X

j =0

3X

k=0

3X

l=0

� kl
ij ji i A hj j 
 jki B hlj =

3X

ij

� ij ji i A B hj j

� l•a�t sich in diesemFall in die hermitesche Basisder Pauli -Operatoren im
Raum der 4 � 4 Matrizen entwickeln:

f A i gi =0 ;:::;15 = f
�

4; � x 

�

2; � y 

�

2; � z 

�

2;
�

2 
 � x ;
�

2 
 � y ;
�

2 
 � z;

� x 
 � x ; � x 
 � y ; � x 
 � z; � y 
 � x ; � y 
 � y ; � y 
 � z;

� z 
 � x ; � z 
 � y ; � z 
 � zg

In dieserBasis l•a�t sich die Dichtematrix jetzt als

� =
1
4

15X

i =0

� i A i mit � 0 = 0; � i = Spur(�A i )

schreiben, wobei in dieserBasisdie � i zudemreell sind.
Drei F•alle m•ussenjetzt unterschiedenwerden:
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� Unkorrelierte Zust•ande

� = � A 
 � B � = Spur(� )A 
 Spur(� )B ;

dabei m•ussen � A und � B keine reinen Zust•ande sein. W•ahrend der
Zustandspr•aparation �ndet kein Informationsaustausch zwischen den
Teilsystemenstatt.

� SeparierbareZust•ande

� =
X

k

� k � k
A 
 � k

B

X
� k = 1; � i � 0

Die � i k•onnen als (klassische) Wahrscheinlichkeiten verstanden wer-
den, d.h. w•ahrend der Zustandspr•aparation �ndet ein rein klassischer
Informationsaustausch statt.

� Nicht separierbareZust•ande,z.B.

� = f j + ih + j + (1 � f )j� + ih� + j

Die nicht seperierbaren Zust•ande sind theoretisch am schwierigsten zu be-
trachten. In R•aumen der Dimension N � M mit N � M � 6 ist das Sepe-
rierbarkeitskriterium noch ein o�enes Problem, siehedazu [7] f•ur eine eher
physikalische bzw. [8] f•ur eineehermathematische Betrachtung.
Um ein solches Kriterium zu �nden, wird der Begri� der Teiltranspositon
ben•otigt.

Def. 9 Teiltransposition:

� =
�

A B
B y C

�
)

8
>>>><

>>>>:

� TA =

 
A B y

B C

!

� TB =

 
AT B T

(B y)T CT

! ;
�
� TA

� TB = � T

Mit Ket- und Bravektoren geschrieben hei�t das:

� = A h0j� j0i A j0i A h0j + A h0j� j1i A j0i A h1j +

A h1j� j0i A j1i A h0j + A h1j� j1i A j1i A h1j

� TA = A h0j� j0i A j0i A h0j + A h0j� j1i A j1i A h0j +

A h1j� j0i A j0i A h1j + A h1j� j1i A j1i A h1j
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Bei dieserOperation geht � A
y •uber in � � A

y , d.h. die Operation ist eineanti-
unit •are Transformation im A-Raum, sieentspricht einer Zeitumkehr (nur im
A-Raum!)
Damit l•a�t sich in unseremFall ein Seperierbarkeitskriterium �nden:

Theorem 8 � im Raum H 2 
 H 2 ist separierbar , � TA � 0 , � TB � 0

Mit anderenWorten: Wenn bei (genau) einemder Subsystemedie Zeit um-
gekehrt wird und die entstehende Dichtematrix immer noch physikalische
Bedeutungbesitzt, dann ist die Dichtematrix desGesamtsystemesseperier-
bar.
Wichtig: Das Separierbarkeitskriterium in 2 � 3-Dimensionenfunktioniert
nicht in h•oherenDimensionen:

� =
X

� k jek ; f k ihek ; f k j

� TB =
X

� k jek ; f �
k ihek ; f �

k j

Damit gilt zwar noch die Beziehung � separierbar) � TA � 0, aber esgibt
Zust•ande,bei denen� TA � 0 erf•ullt ist, die aber dennoch verschr•ankt sind.
Messungder Verschr•anktheit hier z.B. nach [10];eineallgemeineDe�nition ist
noch nicht gelungen.Die hier betrachtete Me�methode hei�t auch Formati-
onsmessung. Hierbei wird von allen m•oglichen Zerlegungvon � ausgegangen:

� =
X

pi j i ih i j
X

pi = 1

E(� ) = min
f pi ; i g

X

i

pi E(j i ) = min
f pi ; i g

X

i

pi S(Spur(j i ih i j)A )

Wie diesesMinimum im allgemeinenFall gefundenwerden kann, ist noch
nicht gekl•art.

4.7 Observ able und Messungen

Auch hier ist wieder jeder Observablen q ein hermitescher Operator O zuge-
ordnet15, der sich wieder als

O =
1
4

15X

i =0

oi A i mit oi = Spur(OA i )

schreiben l•a�t. Vier Typen von Messungenk•onnen jetzt unterschieden wer-
den:

15Die Darstellung ist jetzt nat•urlich eine 4 � 4 Matrix
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� Lokale Messungen,d.h. entwederA oder B messen:

O = OA 

�

B bzw. O =
�

A 
 OB

Das Ergebnisder lokalen Messungwird von der reduziertenDichtema-
trix bestimmt:

Spur(�O ) = Spur(Spur(�O )B )A = Spur(Spur (� )B OA )A

= Spur(� A OA )A

� Korrelationsmessungen,d.h. A und B messengleichzeitig aber un-
abh•angig voneinander:

O = OA 
 OB

Bei Produktzust•andenergibt sich damit

Spur(O� A 
 � B ) = hOi = hOA i � hOB i

� Nicht lokale Messungen16

O 6= OA 
 OB z.B. � A
x � B

y + � A
y � B

x

Als weiteresBeispiel kann die Bell-Messungbetrachtet werden:

� = j � ih � j + j� � ih� � j

� POVM (positive Operator reduzierteMessungen):

A � = Ay
� ;

P
A � = 1; A � � 0

Hierbei wird zus•atzlich ein externesSystem(d.h. die Umwelt) mittels
� a betrachtet. Somit ist

� g = � 
 � a

p� = Spur(P� � 
 � a) =
X

mn

X

r s

(P� )mr ;ns � mn (� a)sr

=
X

(A � )mn (� g)mn = Spur(A � � g)

Die P� sind dabei orthogonale Projektoren mit
P

p� = 1. Die A �

erf•ullen dann die POVM-Eigenschaften.

16engl. joint measurements
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5 Verschr •ankung und Nic htlok alit •at

5.1 Verschr •ankte Zust •ande

Verschr•ankte Zust•andevon zusammengesetztenSystemenk•onnen,wenn sie
genaubekannt sind, durch einenreinen Zustand j i gekennzeichnet werden,
z.B.

j � i =
1

p
2

(j "i A j #iB � j #i A j "i B )

Eine physikalische Realisierungeinessolchen Zustandesist durch den Zerfall
desneutralen Pions gegeben: � 0 ! e+ + e� . Aufgrund der Drehimpulserhal-
tung ist klar, da� der Gesamtspin 0 erhaltenbleibenmu�, soda� dase+ genau
entgegengesetztenSpin zum e� hat (+ 1

2; � 1
2). Die Teilchen k•onnensehrweit

auseinandersein.Jedoch bilden sie, solangesie nicht durch •au�ere Ein
 •usse
gest•ort wurden,ein korreliertesQuantenpaar,soda� der Gesamtzustand sich
nicht als Produktzustand darstellen l•a�t:

j i 6= j i A 
 j i B

Betrachten wir die verschiedenenArten von Messungen,die an einemsolchen
System durchgef•uhrt werden k•onnen. Das System sei vor der Messungim
Singulettzustandj � i = 1p

2
(j0i A

z j1i B
z � j1i A

z j0i B
z ), wobei j0i � j #i ; j1i � j "i :

1. Messungentlang der x-Achse
Der Zustand wird in z-Basisdargestellt. Eine Messungder x-Kompo-
nente (Operator � A

x ) bei Alice ergibt als Me�wert einer Einzelmessung
mA

x = � 1.
Nun mi�t Bob. Auch er erh•alt bei der Messungder x-Komponente
durch � B

x mx = � 1, und zwar in Abh•angigkeit des Ergebnissesvon
Alice:

� falls Alice mA
x = +1 erh•alt ) mB

x = � 1 f•ur Bob

� falls Alice mA
x = � 1 erh•alt ) mB

x = +1 f•ur Bob

Nachrechenbar wie folgt: Ein Basiswechsel ergibt f•ur Alice und Bob:

j0i x =
1

p
2

(j0i z + j1i z) j1i x =
1

p
2

(j0i z � j1i z)

A
x h0j i =

1
2

(A
z h0j + A

z h1j)( j0i A
z j1i B

z � j1i A
z j0i B

z )

=
1
2

(j1i B
z � j0i B

z ) = j1i B
x
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2. Messungentlang der y-Achse
Alice mi�t nun entlang der y-Achse mittels � A

y und erh•alt mA
y = +1

oder mA
y = � 1. Bob kennt die Folgerungendaraus:

� falls Alice mA
y = +1 erh•alt ) mB

y = � 1 f•ur Bob

� falls Alice mA
y = � 1 erh•alt ) mB

y = +1 f•ur Bob

Falls Alice Bob vorher schon mitteilt, entlang welcher Achseund mit
welchem Ergebnissie gemessenhat, kann Bob seinErgebnisvorhersa-
gen.

3. Messungentlang z-Achse
Hier geschieht noch einmal das gleiche wie in den oben besprochenen
F•allen.

5.2 EPR-P arado xon

F•ur Einstein war die Lokalit •at ein physikalischesPrinzip, dasin diesemFall
der Spinmessungenbesagt,da� die Messungan Teilchen A eineMessungan
Teilchen B nicht beein
ussendarf.
In einem Experiment erh•alt man folgendes:Wenn z.B. A eine Messungan
seinemTeilchen macht, und B seineMessung,bevor Information von A nach
B gelangenkann, so werden die beiden feststellen,da� ihre Ergbnisseim-
mer noch korreliert sind: mA

x mB
x = � 1. Manchmal wird A

"
up\ erhalten,

manchmal B, aber niemalsbeide,wie esnach einer statistischen Theorie zu
erwarten w•are.
Es gibt nun 2 M•oglichkeiten, sich dies zu erkl•aren: entweder werden noch
weitere (verborgene) Parameter postuliert, die den Zustand schon vorher
festlegten,nur nicht (prinzipiell oder me�technisch) gemessenwerdenkonn-
ten (Einstein s L•osungsansatz)oder man postuliert, da� essich noch immer
nur um einenZustand handelt, dessenTeilsystemenicht unabh•angigvonein-
anderbetrachtet werdenk•onnen(heutige akzeptierteVorstellung:Nichtloka-
lit •at der Quantenmechanik).

Einstein s L•osungberuhte auf der Idee,da� Gr•o�en, die prinzipiell gemessen
werdenk•onnen,auch immer existierenm•ussen;unabh•angigdavon, ob ich sie
beobachte oder nicht. In seinenWorten (r •uck•ubersetzt17):

"
Falls wir, ohne

in irgendeinerWeiseeine System zu beein
ussen,mit Sicherheit den Wert
einer physikalischen Gr•o�e bestimmen k•onnen, dann existiert ein Element
der physikalischen Realit•at, das zu dieser Gr•o�e korrespondiert.\ (Prinzip

17Originalzitat lag leider nicht vor
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der physikalischen Realit•at).

Ein weiteresvon Einstein postuliertesPrinzip ist die Lokalit •at:

"
Die realenZust•andenvon 2 r•aumlich getrennten Systemensind unabh•angig

voneinander.\

Da also2 r•aumlich getrennte Systemesich nicht beein
ussenk•onnen,folgerte
Einstein , da� die physikalische Gr•o�e, die B auch ohneMessungbestimmen
kann, einephysikalische Realit•at haben mu�.
So sollte bei jedem Experiment, egalob in x; y; z-Richtung, die Spinkompo-
nente bereits vor der Messungfeststehen,denn ein solchesExperiment kann
-wie obenbeschrieben- in jedeRaumrichtung durchgef•uhrt werden.Die Spin-
komponenten sollten daher - nach Einstein - durch sogenannte

"
verborgene

Parameter\ festliegen.
Die Quantenmechanik dagegenmacht keineAussagen•uber Gr•o�en, die nicht
gemessenwerden. Anstatt jedoch zu sagen,da� dieseGr•o�en nicht existie-
ren, sagt man, die Quantenmechanik sei nichtlokal. Das wichtige am Loka-
lit •atsprinzip ist n•amlich durch die Korrelation nicht verletzt: die Informa-
tions•ubertragung ist weiterhin nur begrenzt,d.h. mit Lichtgeschwindigkeit,
m•oglich: BobsMe�ausgangverwundert ihn solangenicht, bis er von Alice die
Nachricht erh•alt, da� ihr Spin (bei jeder Messung)entgegengesetztgerichtet
ist. Er kann aus einemreinen

"
Spin down\ noch nichts ablesen.Angemerkt

sei noch, da� Einsteins Argument durch Bohr entkr •aftet wurde, der be-
merkte, da� zur Konstruktion desParadoxons3 Einzelmessungenn•otig sind,
was keinen R•uckschlu� auf ein einzelnesTeilchen zul•a�t. (Information ist
nicht das,wasdasTeilchen wei� (Quelle), sondernwaswir •uber eserfahren.)

5.3 Bells Theorem

Wenn die G•ultigkeit des Prinzipes der Lokalit •at von Einstein angenom-
men wird, dann ist die Quantenmechanik inkompatibel mit der Existenz der

"
verborgenenlokalenVariablen\ 18, die einesogenannte

"
realistische Theorie\

darstellen.Eine solche Theorie und ihre Konsequenzensollennun n•aher be-
trachtet werden (nat•urlich nur auf einem abstraktem Niveau, denn es gibt
z.Z. keineRealisierungeinersolchenTheorie19: die Bell schenUngleichungen
(s. 5.4) zeigen,da� einesolchenTheorievorhersagenmacht, die nicht mit dem
Experiment •ubereinstimmen; w•ahrend die Quantenmechanik mit dem Expe-

18engl.: local hidden variables
19 jedenfalls keine die uns bekannt ist
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riment •ubereinstimmt.)
Dazu dient ein Gedankenexperiment: ein EPR-Paar (2 total korrellierte Teil-
chenauseinerQuelle,z.B. Pionzerfall,s.o.) 
iegen mit hoherGeschwindigkeit
auseinander.Ihr gemeinsamerZustand seider Singulett-Zustand

j � i =
1

p
2

(j "#i � j #"i ); j "#i = j #i A 
 j "i B

Durch die hoheGeschwindigkeit ist keineWechselwirkungzwischen den bei-
den mehr m•oglich (sie sind

"
weit weg\ ). Eine Spinmessungvon A entlang

der Achse~a, bezeichnet mit � ~a = ~� � ~a, ergibt als Einzelmessungeinen der
zwei Werte ma = � 1.
B mi�t entlang der ~b-Achse, und erh•alt mb = � 1. Falls ~a = ~b, gilt immer
mA

a mB
b = � 1. Einstein s Interpretation desErgebnisseslautet wie folgt:

DasErgebnisjedereinzelnenRealisierungdesExperimentes h•angt von einem
Satz von (verborgenen)Parametern f � g ab, die von Experiment zu Experi-
ment wechseln. Jedoch folgen sie einer statistischen Verteilung (•ahnlich wie
die Bol tzmann verteilung ausdeterministischen Ensemblesvon mikroskopi-
schen Teilchen makroskopische, schwankendeGr•o�en entstehen l•a�t). Die �
folgeneiner Verteilung � (� ) > 0, die auf 1 normiert ist:

R
d�� (� ) = 1.

In dieserInterpretation l•a�t sich folgendesableiten:

� Wenn A eine Messungmacht, dann gilt f•ur die zugeh•orige Funktion
A(~a; � ) = � 1.

� Wenn B eine Messungmacht, dann gilt f•ur die zugeh•orige Funktion
B(~b; � ) = � 1.

� F•ur die Gesamtfunktion gilt 20: A(~a; � )B (~b;� ) = � 1.

Quantenmechanisch hingegenwird davon gesprochen, da� manche Gr•o�en
lokal (z.B. Ort), andere- wie z.B. der Spin - nichtlokal sind: das Systemist
bez•uglich dieserQuantenzahl noch

"
ganz\ .

5.4 Bellsc he Ungleic hungen

F•ur den Fall das beide Richtungen •ubereinstimmen (~a = ~b), verlangt das
Experiment: Aa � Ba = � 1. Da der Erwartungswert von Aa � Bb als E[AB ] =R

d� p(� )AaBb de�niert ist, gilt:

E(~a;~b) =
Z

d� � (� )AaBb

20 im folgendenAa := A(~a; � ) usw.; wichtig ist die noch immer vorhandeneAbh•angigkeit
von � !
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F•ur daszweite Teilchen in einer anderenRichtung gilt

E(~a;~c) =
Z

d� � (� )AaBc;

alsoals Di�erenz:

E(~a;~b) � E(~a;~c) =
Z

d� � (� )Aa (Bb � Bc)

Au�erdem gilt:

AbBb = � 1

AbAb = 1

) Bb = � Ab

F•ur den Integrandenauf der rechten Seiteder Di�erenz folgt damit:

(AaBb � AaBc)

= � (AaAb � Aa AbAb| {z }
1

Bc)

= � AaAb(1 + AbBc))

Insgesamt ergibt sich, da AaAb = � 1 (2 Messungen),

E(~a;~b) � E(~a;~c) = �
Z

d� � (� )(1 + AbBc)

)
�
�
�E(~a;~b) � E(~a;~c)

�
�
� �

�
�
�
�

Z
d� � (� )(1 + AbBc)

�
�
�
�

denn z.B. x � y = � 2 ) jx � yj � 2. Da der Integrand nicht negativ ist, ist
auch das Integral nicht negativ, so da� der Betrag •uber
 •ussigist:

�
�
�E(~a;~b) � E(~a;~c)

�
�
� �

Z
d� � (� )1 +

Z
d� � (� )AbBc

= 1 + E(~b;~c)

Diese Ungleichung stellt eine Form der Bell schen Ungleichung dar: jede
Theorie, die mit lokalen verborgenenParametern arbeitet, erf•ullt dieseUn-
gleichung.
Als Vergleich dazu der Erwartungswert in der Quantenmechanik:

E(~a;~b) = h� ~a� ~bi = h � j� A
~a 
 � B

~b
j � i = (~a � ~b) h � j� A

z 
 � B
z j � i

| {z }
� 1

= � cos(\ (~a;~b))
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Der Erwartungswert derQuantenmechanik stimmt mit demExperiment •uber-
ein. JedeandereTheorie, die mit dem Experiment •ubereinstimmt, mu� also
diesesErgebnissliefern. Nehmenwir jetzt an, da� der

� Winkel zwischen~a;~b= �
3 ) cos( �

3 ) = 1
2

� Winkel zwischen~b;~c = �
3 ) cos( �

3 ) = 1
2

� Winkel zwischen~a;~c = 2�
3 ) cos( 2�

3 ) = � 1
2

Eingesetztin die Bell schen Ungleichungenergibt sich:
�
�
�
� �

1
2

�
1
2

�
�
�
� = 1 � 1 �

1
2

Eine lokale Theorie mit verborgenenParametern ist damit unm•oglich! Die
Bell schenUngleichungenwerdendurch einenreinenverschr•ankten Zustand
verletzt. Experimente dazu sind in den 80ernvon Alain Aspect , in Paris
durchgef•uhrt worden, die die Bell schen Ungleichungen mit 6facher Stan-
dardabweichung verletzten.

5.5 CHSH-Ungleic hung

CHSH steht f•ur die Namen Cla user-Horne-Shimony-Hol t . DieseGlei-
chung arbeitet mit 4 Richtungen. In unseremBeispielfordert sief•ur ein lokale
Theorie mit verborgenenParametern:

S =
�
�
�E(~a;~b) + E(~b;~c) + E(~c; ~d) � E( ~d;~a)

�
�
� � 2

Nimmt man z.B. f•ur die Winkel

� \ (~a;~b) = \ (~b;~c) = \ (~c; ~d) = �
4

� \ (~a; ~d) = 3�
4 )

S = 2
p

2 � 2 Widerspruch

Der Vorteil der CHSH-Ungleichungen besteht in der Tatsache, da� Bell
A = � 1; B = � 1 verlangt, CHSH jedoch nur jAj; jB j � 1. Dies tr •agt den
F•allen Rechnung, in denender Detektor nicht anspricht.
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5.6 Nic htlok alit •at ohne Ungleic hungen

Beiden Ungleichungen ist gemein, da� sie Ungleichungen f•ur Erwartungs-
werte sind. Um sie zu messen,ben•otigt man eine Anzahl n von z.B Sin-
gulettzust•anden. Eine einzige Messungsagt noch nichts aus. Daher kann
die Ungleichungenauch nur mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit (siehe
Aspect s Experiment oben) widerlegt werden. Einen andern Weg beschritt
Mermin , der drei zusammengesetzteSystemeA, B, C(laire) mit Spin s = 1

2
betrachtet. Der Singulett-Zustand ist nun GHZ-Zustand (s. S.30)

j i =
1

p
2

(j000i � j111i )

j000i � j111i = j0i A|{z}
H 2


 j0i B|{z}
H 2


 j0i C|{z}
H 2

� j1i A|{z}
H 2


 j1i B|{z}
H 2


 j1i C|{z}
H 2

=

0

B
B
B
B
B
@

1
0
...
0

� 1

1

C
C
C
C
C
A

8� dim

Der Operator � A
x � B

y � C
y wird in dieserNotation aufgeblasenzu

�
0 � i
i 0

�

B



�

0 � i
i 0

�

C

=

0

B
B
@

0 � 1
1 0

0 1
� 1 0

1

C
C
A

4� 4

� A
x � B

y � C
y =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 � 1
1 0

0 � 1
1 0

0 � 1
1 0

0 � 1
1 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

8� 8

(alle Leerstellen= 0)
Der Zustand j i GH Z •andert sich unter der Wirkung diesesOperators nicht:

A B C statein statef in Gr•o�e Wert
� x � y � y j i = j i mA

x mB
y mC

y 1
� y � x � y j i = j i mA

y mB
x mC

y 1
� y � y � x j i = j i mA

y mB
y mC

x 1
� x � x � x j i = j i mA

x mB
x mC

x -1
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esgilt f•ur alle A; B ; C: (mA;B ;C
x )2 = 1, (mA;B ;C

y )2 = 1, (mA;B ;C
z )2 = 1.

Daher ergibt eineMultiplik ation der erstenmit der zweiten Zeile:

(mA
x mA

y )(mB
y mB

x ) = 1

Dito f•ur dritte mit vierter:

(mA
x mA

y )(mB
y mB

x ) = � 1

Der Widerspruch dieserzwei Gleichungenzeigt, da� esunm•oglich ist, da� zu-
gleich mA

x und mA
y "

Elemente der Realit•at\ sind: Die Eigenwerte sind nicht
alle drei gleichzeitig vorhanden.S•amtliche Operationen m•ussenmit Opera-
toren durchgef•uhrt werden;siebetre�en alle Teilchen einesEnsembles.Eine
Messung•uberf•uhrt ein Teilchen in einen Eigenzustand,ihm zugeordnetist
ein Me�wert. Es hat keine

"
physikalische Realit•at\ , diesenMe�wert als Pro-

dukt darzustellenund zwischen verschieden gebauten Messungenvergleichen
zu wollen.
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6 Quan tenk omm unik ation/-kryptographie

6.1 Sinn der Kryptographie

Das Ziel der Kryptographie ist es,da� Alice eine Nachricht an Bob sendet,
ohne da� der Lauscher (hier mit Eve21 bezeichnet) die Nachricht abh•oren
kann.

6.2 Traditionelle Kryptographie

Einfache Verschl•usselungen,die schon in der Antike verwendet wurden:

Transp osition KALT ! TALK

Substitution Die Buchstaben werden in eindeutiger Weise durch andere
Buchstaben ersetzt, z.B. K! W, L! R, T! M und A! A. Damit wird
ausKALT dasWort WARM.

DieseCodessind allerdings nicht sicher, da mit statistischen Methoden bei
hinreichender Nachrichtenl•ange •uber Buchstabenh•au�gkeiten der Code ge-
knackt werdenkann. Sch•on werdendieseCodesin [11] dargestellt.

6.3 Einmalsc hl •ussel-Kryptographie

W•ahrend des ersten Weltkrieges erfanden 1917 beide Kriegsparteien un-
abh•angig voneinander die sog. Einmalschl•usselkryptographie22. Diese Ver-
schl•usselungsformist unknackbar, allerdingsauch sehrunpraktisch.
A und B kennenbeidedenSchl•ussel,wobei der Schl•usselmindestensgenauso
lang wie die Nachricht sein mu�. Wie auch f•ur alle folgendenVerschl•usse-
lungsarten mu� das Alphabet zuerst in einer universell bekannten Art und
Weisenumerisch codiert werden.Hierzu kann z.B. die folgendeTafel dienen:

A B C . . . Z ? , .
01 02 03 . . . 26 27 28 29 30

Alternativ kannnat•urlich auch der ASCII oderBCD-Codeverwendetwerden.
Das Alphabet umfa�t hier 30 Zeichen (d.h. N = 30). Alice verwendet jetzt
z.B. den folgendenSchl•ussel:

12 01 18 27 03 23 05 10 21 24
Nun addiert sie den Schl•usselmit der Nachricht modulo N :

21aus dem englischen: eavesdropper
22engl.: One time pad
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Schl•ussel 12 01 18 27 03 23 05 10 21 24
Nachricht U N I V E R S I T Y

21 14 09 22 05 18 19 09 20 25
Ergebnis 03 15 27 19 08 11 24 19 11 19

Bob, der denSchl•usselkennt, kann jetzt die Nachricht durch Subtraktion des
Codesmodulo N entschl•usseln.Das Verfahrenhat aber mehrereNachteile:

1. Die Schl•usselsind sehr lang.

2. Der Schl•usselkann nur einmal verwendet werden.

Da die sichereSchl•ussel•ubertragungproblematisch ist, kann auch ein l•angerer
Code verwendet werden, wobei jedesmalein neuesTeilst•uck gew•ahlt wird.
Durch Zusatzprotokolle ist es auch m•oglich, am Anfang der Nachricht ei-
ne Position in einer frei und eindeutig zug•anglichen Quelle (z.B. in einem
Buch) zu kennzeichnen, z.B. einem Lexikon oder einem Roman. Die Posi-
tionsangabe (Seite, Zeile, Spalte) stellt dann den Beginn desCodesdar. Die
Anwendung einessolchen Codesbei Geheimdienstenist sehr sch•on auch in
[12] beschrieben.

6.4 Schl •ussel-Verteilungsproblem

Die sichere bzw. geheimeVerteilung der Schl•usselkann auf mehrereWeisen
erfolgen:

1. Klassische physikalische Methoden ( •Ubertragung desSchl•usselsdurch
ein Medium)

2. •Ubertragung durch •o�entliche Schl•ussel23

3. Quantenmechanische Methoden

Die klassischen Methoden sind unsicher, d.h. sie k•onnen abgeh•ort werden
ohneda� eineder beteiligten Seitendiesnachweisenkann.

Public-Key-Metho den

Die Public-Key-Methode wurde erst 1976vorgestellt und ist heuteein Stan-
dardverfahren der Schl•usselkommunikation. Es wird nicht nur von Banken
und anderenFinanzinstitutionen eingesetzt,sondernwird auch bei normaler

23engl.: public key cryptography
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emailmittlerw eile in der Fassungvon Phil Zimmermann alsPGP24 vielfach
verwendet.
Das Verfahrenberuht darauf, da� es in der Zahlentheorie Rechnungengibt,
die in einer Richtung sehr einfach, in der anderen Richtung dagegensehr
schwer durchzuf•uhren sind. Konkret wird hierbei die Faktorisierung gro�er
Zahlen betrachtet. Die beidenRichtungen lauten hier am Beispiel:

127� 229=? 29083=?� ?

Alice multipliziert zwei nur ihr bekannte gro�e Primzahlen N1 und N2 und
ver•o�entlicht das Produkt N1 � N2. Bob verschl•usselt jetzt mit Hilfe des
•o�entlichen Produktes N1 � N2 seineNachricht. Alice kann diesenun leicht
entschl•usseln,da sie die Primzahlen kennt w•ahrend alle anderenerst eine
Primfaktorzerlegungdurchf•uhren m•ussen.Als Beispiel ist der RSA-Code in
Anhang B vorgestellt.
DiesesVerfahrenhat zwei Nachteile:

1. Bei derzeitigen Faktorieralgorithmen skaliert die Rechendauer expo-
nentiell mit der Gr•o�e von N1 � N2. Es ist jedoch nicht bewiesen,da�
esnicht auch schnellereAlgorithmen geben k•onnte.

2. F•ur (noch hypothetische) Quantencomputer gibt es Algorithmen, die
in polynomialer Zeit dasFaktorisierungsprobleml•osenk•onnen.

Das Problem der Schl•ussel•ubertragung kann jedoch dank der Quantenme-
chanik mit garantierter Sicherheit durchgef•uhrt werden.Viele weitergehende
Information zu denhier vorgestelltenSchl•usselaustauschverfahren�ndet sich
in [13] und in den dort angegebenenQuellen.

6.5 BB84-Protok oll

Das Protokoll von Bennett und Brassard (s.[14]) hat folgendenAblauf:

1. Alice pr•apariert Spin 1
2-Teilchen in Eigenzust•ande von x oder z, d.h.

j0i x ,j1i x , j0i z oder j1i z, und sendetdiesean Bob. In realen Systemen
werden oft Photonen in den Zust•anden j li , j $i , j � i und j 	 i
pr•apariert. Da die Wahl desZweizustandssystemsf•ur die folgendeBe-
trachtung keineRolle spielt, wird der Einfachheit halber beim Bild der
Spin-1

2-Teilchen geblieben.

2. Bob mi�t zuf•allig ausgew•ahlt entweder � x oder � z.

24Infos unter http://www.heis e. de/ ct /pg pCA/pgp.s html
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3. •O�en tliche Diskussion:
Bob und Alice verk•unden •o�entlich die von ihnen ausgew•ahlten Rich-
tungen. Wenndie Richtungen •ubereinstimmen,dann stimmen auch die
Ergebnisse•uberein,da perfekteKorrelation vorliegt. DieseQubits wer-
den akzeptiert. Die anderenQubits werdenignoriert.

4. Authenti�cation:
Alice und Bob verk•unden•o�entlich einenTeil der akzeptiertenQubits.
WenndieseQubits •ubereinstimmen,dann werdendie restlichenQubits
als Schl•usselakzeptiert. Sollten sie nicht •ubereinstimmenund k•onnen
•Ubertragungsfehlerausgeschlossenwerden, dann wurde ihr Schl•ussel-
austausch abgeh•ort.

Beispiel:

Qubit Alice Bob Bob •O�en tl. Authent. Ergebnis Schl•ussel
Zustand Richtung Ergebnis Diskus. Authent.

1 j0i x z 0
2 j1i x x 1 OK 1
3 j1i z x 1
4 j1i z z 1 OK 1 OK
5 j0i x x 0 OK 0
6 j0i z x 1
7 j1i x x 1 OK 1 OK
8 j0i z z 0 OK 0 OK
9 j1i z x 1
10 j0i z z 0 OK 0

Der Schl•usselist alsosicher •ubertragenworden und lautet 100.

Eve h•ort ab: Einfac he Strategie

Primitiv es Abh•oren bedeutet, da� Eve einfach mi�t. Nehmen wir an, sie
h•atte beim ersten Qubit in z-Richtung gemessen.Sie mi�t entweder j0i z

oder j1i z, da Alice den Zustand in x-Richtung pr•apariert hatte. Mit der
Wahrscheinlichkeit 1

2 mi�t sie die falsche Richtung (z.B. z statt x), mit der
gleichenWahrscheinlichkeit mi�t Bob die richtige Richtung und dasAbh•oren
f•allt auf, d.h. die Wahrscheinlichkeit beim Abh•oren einesQubits erwischt zu
werdenist p = 1

2 � 1
2 = 1

4. Die Wahrscheinlichkeit, da� Eve die N Qubits nicht

•andert, die f•ur die Authenti�k ation ben•otigt werden,betr•agt daher
�

3
4

� N
. F•ur

hinreichend gro�e N wird EvesAbh•oren daher mit Sicherheit nachgewiesen.
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In [13] werden weitere, intelligentere Abh•orverfahren vorgestellt, die aber
dennoch detektiert werdenk•onnen.
Praktische AnwendungendiesesVerfahrensind bereits vielfach bei •Ubertra-
gungen•uber Glasfaserkabel verwendet worden,vor kurzem ist auch erstmals
die •Ubertragungdurch Luft gelungen(s. dazu[17]). DaherzeigenBankenund
andereFinanzinstitutionen bereits massivesInteressean dieserSchl•usselver-
teilungsmethode.

6.6 E91-Protok oll

Das Protokoll von Eker t [15] hat folgendenAblauf:

1. Eine Quelle emittiert Paare von Teilchen, die sich z.B. in dem Bell -
Singulett-Zustand j � i = 1p

2
(j01i � j10i ) be�nden. Einesder Teilchen

erh•alt Alice, dasandereerh•alt Bob.

2. Alice und Bob messenunabh•angig voneinanderIhr Teilchen in einer
zuf•allig ausgew•ahlten Richtung. Dabei w•ahlen Sie einender folgenden
Winkel zur z-Achseaus:
Alice � a = 0; �

4 ; �
2

Bob � b = �
4 ; �

2 ; 3�
4

3. •O�en tliche Diskussion:
Alice und Bob geben Ihre Richtungen (d.h. Me�wink el) •o�entlich be-
kannt. Dabei teilen SieMessungenin zwei Gruppen ein:

� Gleiche Richtung (Schl•ussel)

� VerschiedeneRichtungen (Authenti�k ation)

4. Authenti�cation:
Die Ergebnisseihrer Messungenin verschiedene Richtungen werden
noch korreliert sein;dieswurde in Abschnitt 5.5 gezeigt.Siegeben die
Ergebnissedieser Messungenbekannt und ermitteln die Korrelation
zwischen Ihren Ergebnissen:

S = E(~a1;~b2) � E(~a1;~b3) + E(~a1;~b1) + E(~a3;~b3)

E(~ai ;~bj ) = h� ~ai � ~bj
i = � (~ai

~bj ); wobei

E(~a2;~b1) = � 1 = E(~a3;~b2)

Wenn Ihre Kommunikation nicht abgeh•ort wurde, ergibt sich S =
� 2

p
2, ansonsten�

p
2 � S �

p
2. Da der relative Fehler mit 1p

N
geht, l•a�t sich eventuelles Abh•oren sehrschnell ermitteln.
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Bei diesemProtokoll betr•agt die Wahrscheinlichkeit, da� Bob und Alice in
die gleiche Richtung messen,p = 2

9.
Ob diesesVerfahren praktikabel ist, kann zur Zeit noch nicht entschieden
werden.In [18]wird beschrieben,wie mittels desE91-Protokolls ein Schl•ussel
einmal um den Genfer-Seeherum •ubertragenwurde.
Weitere Einzelheitenauch hier wieder in [13].

6.7 B92-Protok oll

Das B92-Protokoll von Bennett [16] basiert auf einer Messungnicht senk-
recht zueinanderstehenderZust•ande25, wie esz.B. bei den sog.Gla uber -
Zust•andender Fall ist (diessind koh•arente Zust•andedeselektromagnetischen
Feldes).In unseremFall betrachten wir einezweidimensionaleBasismit

fj u0i ; ju1ig und hu0ju1i 6= 0; hu0ju0i = 1; hu1ju1i = 1

Bei�piele daf•ur sind ju0i : spin up, z-Achse,ju1i : spin up, y-Achse.Diesebei-
den bilden eine Basis f•ur alle m•oglichen Spineinstellungen,ohne orthogonal
zu sein. Eine andere Realisierungsind Photonen, z.B. j 	 i und j li Das
Protokoll sieht nun wie folgt aus:

1. A f•uhrt eine zuf•allige Sequenzvon Messungendurch, z.B. mit End-
zust•andenju0i ; ju1i ; ju1i ; ju0i ; ju1i ; ju0i ; : : :

2. A sendetdie Zust•andean B.

3. B mi�t nun die erhaltenenZust•andemittels folgenderOperatoren26:

� P1 =
�

� ju0ihu0j

� P0 =
�

� ju1ihu1j

4. Da auch B die beidenOperatorenzuf•allig anwendet, sind folgendevier
Ergebnissem•oglich:

� A schickt ju0i ) P1ju0i = ju0i � ju0ihu0ju0i = 0

� A schickt ju0i ) P0ju0i = 1 oder 027

� A schickt ju1i ) P1ju1i = 1 oder 0

� A schickt ju1i ) P0ju1i = 0

25engl.: non-orthogonal-statesmeasurement
26Hierbei handelt essich um eine POVM-Messung (s. 4.7)
27Der Zustand ist P0 ju0i = ju0i � ju1ihu1 ju0i = ju0i � � ju1i mit � 2 �

48



Die Ergebnisse
"
0\ und

"
0 oder 1\ sollten etwas genauergefa�t werden:

F•ur den Zustand ju0i gilt folgendes:der Erwartungswert desProjektors P1

berechnet sich zu:

hP1i = hu0jP1ju0i = hu0ju0i � hu0ju0ihu0ju0i = 1 � 1 = 0

F•ur P0 ergibt sich:

hP0i = hu0jP0ju0i = hu0ju0i � hu0ju1ihu1ju0i = 1 � jhu0ju1ij 2

•Ahnlich f•ur ju1i . F•ur P0 besteht alsodie M•oglichkeit eines
"
Clicks\ in der Ap-

paratur bei einemeinzelnemTeilchen. DasErgebniseinereinzelnenMessung
ist 0 oder 1. Bei P1 hingegengibt esniemalsein

"
Click\ .

A B m•og. Ergebnis. Ergebnis Schl•ussel
u0 P1 0
u1 P1 0/1 1 1
u1 P0 0
u0 P0 0/1 0
u1 P1 0/1 1 1
u0 P0 0/1 1 0
u0 P1 0
u1 P1 0/1 1 1
u1 P0 0
u0 P1 0
u0 P0 0/1 0

Alle
"
0-Ergebnisse\ werdennicht betrachtet. B wei�: wenn der Me�ausgang

"
Click\ ist und der Operator P1 angewandt wurde, dann war das Zustand

ju1i . Als Schl•usselbits werden nun die von A verwendeten Zust•ande be-
nutzt. Teile desGesamtresultates werden ver•o�entlicht. Es kann nun •uber-
pr•uft werden, ob E (ein eavesdropper) mitgeh•ort hat. Die gesamte Click-
Wahrscheinlichkeit ergibt sich ausder Addition der beidenErwartungswerte,
geteilt durch die Anzahl der m•oglichen Kombinationen:

PClic k =
2
4

�
1 � jhu0ju1ij 2

�

N.B.: DiesesErgebnis l•a�t sich auch erhalten, indem die Norm der entstan-
denenZust•ande j i = P0ju0i ausgewertet wird. F•ur Projektoren ist der Er-
wartungswert n•amlich mit der Norm der entstandenen Zust•ande identisch
(Beispiel f•ur ju0i ):

h j i = hu0jP
y
0 P0ju0i = hu0jP0ju0i wegenP y = P; P2 = P
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7 Teleportation

7.1 Einf •uhrung

Da uns leider kein Heisenbergkompensator vorliegt [27] mu� zuerst gekl•art
werden,was als Teleportation bezeichnet wird:

Def. 10 Teleportation: TransfereinesunbekanntenquantenmechanischenZu-
standesvon einem Ort (A) an einen anderen Ort (B)

EPR-Quelle

A B

|y->

|f>

|f>

Abbildung 1: Schematische Darstellung von Quantenteleportation

Wie aus der Skizzeersichtlich wird, wird f•ur die Teleportation eine Quel-
le ben•otigt, die Bell -Zust•ande emittiert. Im folgendenbetrachten wir eine
Quelle, die zwei Teilchen im Singulett-Zustand (j � i ) ausstrahlt. Es kann
sich hier wie in Experimenten h•au�g verwendet um verschr•ankte Photonen
oder auch um Elektronen handeln. Eines der verschr•ankten Teilchen erh•alt
A, das andereB. A f•uhrt eine Bell -Messungmit dem zu teleportierenden
Zustand j� i und seinemEPR-Teilchen durch. Danach teilt A das Me�er-
gebnis •uber einen klassischen Kommunikationskanal B mit. O�ensichtlich
erfolgt dies mit Unterlichtgeschwindigkeit. B kann nun durch eine unit •are
Transformationan seinemEPR-Teilchen denurspr•unglichen Zustand wieder
herstellen.W•ahrend der gesamten Teleportation ist keine Information •uber
denZustand gewonnenworden;h•atte A einfach nur j� i gemessen,dann w•are
die Wellenfunktion kollabiert und B h•atte keineM•oglichkeit der Rekonstruk-
tion gehabt.Auch ist kein Klonen von Quantenzust•andenm•oglich, da A bei
der Bell -Messungden urspr•unglichen Zustand zerst•ort.
Sei im folgendenj� i 1 = aj0i + bj1i der Zustand, der transferiert werdensoll.
Als Kanal dient der Bell -Zustand j � i 23 = 1p

2
(j0i 2j1i 3 � j1i 2j0i 3), der die

zwei EPR-Teilchen (hier mit 2 und 3 bezeichnet) beschreibt. Diesebeiden
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Zust•ande sind zun•achst voneinanderunabh•angig und werden darum durch
einenProduktzustand

j i 123 = j� i 1 
 j � i 23

=
a

p
2

(j0i 1j0i 2j1i 3 � j0i 1j1i 2j0i 3) +
b

p
2

(j1i 1j0i 2j1i 3 � j1i 1j1i 2j0i 3)

beschrieben.
A f•uhrt nun eine lokale vollst•andige (

"
POVM\ )-Messungan dem Zustand

der Teilchen 1 und 2 zusammenbeschreibt durch. Dazu wird der Zustand
mit Hilfe der Bell -Basis

j � i 12 =
1

p
2

(j0i 1j1i 2 � j1i 1j0i 2)

j� � i 12 =
1

p
2

(j0i 1j0i 2 � j1i 1j1i 2)

wie folgt umgeschrieben:

j i 123 =
1
2

[ � j � i 12(aj0i + bj1i )3

+ j + i 12(� aj0i + bj1i )3

+ j� � i 12(aj1i + bj0i )3

+ j� + i 12(aj1i � bj0i )3]

Die Basistransformationerfolgt durch sukzessive Projektionen auf den 1-2-
Unterraum, f•ur den erstenKoe�zien t ist dies

12h � j i 123 = �
1
2

(aj0i 3 + bj1i 3):

Nachdem der Zustand j i 123 nun umgeschrieben wurde, kann das Ergebnis
einer Messungan Teilchen 1 und 2 leicht bestimmt werden: A f•uhrt eine
Bell -Messungdurch, als Ergebnis erh•alt sie einen der vier Bell zust•ande.
Damit ist der Zustand desTeilchens3 bei B eindeutig bestimmt. A teilt nun
B klassisch ihr Ergebnismit. Mittels einer (eindeutigen)unit •aren Operation
reproduziert B nun den urspr•unglichen Zustand j� i .
Mi�t Alice j � i braucht B nichts zu tun, der neue Zustand des Teilchens
3 entspricht bereits dem alten von 1. Im zweiten Fall wird eine Stern-
Gerla ch -Messungvorgenommen,alsoderOperator � z angewendet.Im drit-
ten Fall erh•alt B durch Anwendung von � x und im vierten von � y auf den
neuenZustand von Teilchen 3 den gew•unschten Zustand. Die Teleportation
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ist komplett.
Die obigen Bell zust•ande sind im Photonenbild Polarisationen. Die Eigen-
schaften desLichtfeldes sind im quantisierten Formalismus dieselben wie im
klassischen Fall f•ur Felder mit gro�er Photonenzahl,so da� man die obigen
teleportierten Zust•ande wie folgt interpretieren kann (mit jaj = jbj 2 � ,
j0i = j � i , j1i = j 	 i ):

� Fall 1: linear polarisiert, vertikal

� Fall 2: linear polarisiert, horizontal

� Fall 3: linear, vertikal, um � gegen•uber Fall 1 phasenverschoben

� Fall 4: linear, horizontal, um � gegen•uber Fall 2 phasenverschoben

Die Bell zust•andezu interpretieren und zu messenist schwieriger.
Wichtige Eigenschaften der Teleportation sind:

1. A besitzt keine Information •uber den Anfangszustandmehr (der Zu-
stand wird nicht kopiert). Der urspr•ungliche Zustand des Teilchens
ist in einen Teil desBell zustandesbei A kollabiert. Aus dem Bell -
Zustand l•a�t sich keine Information •uber den urspr•unglichen Zustand
gewinnen(Fidelit y = 0,5).

2. Ein Zustand l•a�t sich nicht mit v > c teleportieren; ohnedasTelepho-
nat von A nach B wird B den Zustand nicht rekonstruierenk•onnen.
Jedoch wei� B schon mehr als

"
nichts\ •uber den Zustand: Die noch

fehlende,klassische Information betr•agt 2 bit. Der komplette Zustand
l•a�t sich als ein Vektor auf der Bloch kugel darstellen, und zur Be-
stimmung einesVektors auf der Kugel werden mehr als 2 bit (zwei
kontiniuierliche Parameter) ben•otigt. Es �ndet also eine Unterteilung
in klassische und nichtklassische Information statt.

3. Die benutzten Operatorensind s•amtlich linear. Deshalbkann die Tele-
portation auch f•ur Gemische benutzen werden:
Be�ndet sich Teilchen 1 in einem Gemischzustand, so kann es auch
Teilsystemeinesgr•o�eren Systemsansehenwerden, das sich in einem
reinenZustandbe�ndet (s. Lemma2), z.B. zusammengesetztauseinem
Teilchen 0 und Teilchen 1. Die Teilspur28 •uber den reinen Zustand

j i =
1

p
2

(j00i 01 + j11i 01)

) Spur(j ih j)0 =
�

1
2 0
0 1

2

�

28 lt. VorlesungTeilchen 2; mu� aber wohl 0 sein ?
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ist ein Gemisch. Bei einer solchen Teleportation existiert vorher Ver-
schr•ankung(quantenmechanische Korrelation) zwischen1 (Quelle) und
0 (Hilfsteilchen), sowie zwischen 2 (dem •Uberbringer) und 3 (Ziel).
Durch die Messungwerden 1 und 2 sowie 0 und 3 miteinander ver-
schr•ankt, und da 0 nicht n•aher bekannt ist, wird damit das Gemisch
e�ektiv von 1 auf 3 •ubertragen.

7.2 Separierbare Zust •ande

Wie oben gezeigt,werdenzur Telportation verschr•ankte Zust•andeben•otigt.
DieseVerschr•ankung (quantenmechanische Korrelation) tritt nicht bei Pro-
duktzust•andenund aus ihnen zusammengebautenGemischen (

"
separierbare

Zust•ande\ 29) auf: Ein separierbarerZustand besitzt klassische Korrelation
in Form gleicher (klassischer) Wahrscheinlichkeiten. Z.B. ist einekorrelierte,
separierbareDichtematrix:

� =
X

�

p� j A;� ih A;� j 
 j B ;� ih B ;� j

Dieseist auskorrelierten lokalen Operationenaufgebaut:

1. Erzeugemit der Wahrscheinlichkeit p1 den Produktzustand
j 1;A i 
 j 1;B i .

2. Erzeugemit der Wahrscheinlichkeit p2 den Produktzustand
j 2;A i 
 j 2;B i .

3. So fortfahren, bis alle gew•unschten Zust•andedrin sind.

Alle Zust•andein A und in B wurden durch lokale Operationenerzeugt(z.B.
von j 1i 7! j 2i in A bzw. B).
Eine andere Facette diesesSachverhaltes ist durch die Tatsache gegeben,
da� der verschr•ankte Bell zustand j + i = 1p

2
(j00i + j11i ) die Dichtematrix

j + ih + j besitzt. Dieseist jedoch ungleich der Dichtematrix

� =
1
2

j00ih00j +
1
2

j11ih11j =
1
2

(j0ih0jA 
 j0ih0jB + j1ih1jA 
 j1ih1jB )

7.3 •Ub ertragung von Verschr •ankung

Die im folgendenvorgestellten Gedankeng•ange entstammen [19], [20] und
den darin zitierten Arbeiten.

29engl. seperable state
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A B

Abbildung 2: Vor Alice Operation

A B

Abbildung 3: Nach Alice Operation

Am Anfang besitzenA und B wie in 2 gezeigtzwei korrelierte Quantenpaare.
Die Aufgabe besteht nun darin, da� durch lokale Operationen von A der
Zustand in Abbildung 3 realisiert werden soll, d.h. da� die Teilchen von A
und B nicht mehr miteinander,sondernuntereinanderkorreliert sind. Hierbei
kann z.B. die Vorstellung helfen,da� A ein gut ausgestattetesLabor besitzt
und leicht gemeinsame,verschr•ankte Zust•andemanipulieren kann, w•ahrend
B nicht •uber dieseM•oglichkeit verf•ugt.
Im folgendenwerdeneinigeAnfangssituationenund die m•oglichenVerschr•an-
kungenbeschrieben.

1. Idealer Fall: Alice und Bob haben zwei Singulett-Paare:
Die Wellenfunktion jedeseinzelnenTeilchenpaaresist also

j � i i =
1

p
2

(j0ij 1i � j1ij 0i )

und somit die Gesamtwellenfunktion

j	 i =
1
2

[j00ij 11i + j11ij 00i � j01ij 10i � j10ij 01i ]

Alice f•uhrt nun eineBell -Messungdurch, d.h.

j � i A h � j	 i = j � i A
1

2
p

2
(�j 10i B + j01i B ) =

1
2

j � i A j � i B mit

j � i A =
1

p
2

(j01i � j10i ) bzw.

j + i A h + j	 i = �
1
2

j + i A j + i B usw.

Mit der Wahrscheinlichkeit P � ;� � = 1
4 , soda� nach der MessungBobs

Teilchen im Zustand j � i , j� � i sind, obwohl die Lichtkegelseinerbei-
denTeilchen verschiedenseink•onnenund siekeinerleiWechselwirkung
unterlagen.
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2. Alice und Bob teilen sich zwei Paare in verschiedenenZust•anden,von
deneneiner noch Singulett ist:
Die Zust•andeder beidenTeilchen sind damit also

j i 1 =
1

p
2

(j0ij 1i � j1ij 0i )

j i 2 = cos(�) j0ij 1i � sin(�) j1ij 0i :

Im Fall cos2(�) = sin2(�) = 1
2 ist dieswiederFall 1. Jetzt ist somit der

Gesamtzustand

j	 i =
1

p
2

[ cos(�) j00ij 11i + sin(�) j11ij 00i

� cos(�) j01ij 10i � sin(�) j10ij 01i ]

Jetzt f•uhrt Alice wieder eine idealeBell -Messungdurch:

j � ih � j	 i = j � i A
1
2

[� cos(�) j10i B + sin(�) j01i B ]

=:
1
2

j � i A j � (�) i B und

j + ih + j	 i = j + i A
1
2

[cos(�) j10i B + sin(�) j01i B ]

Hierbei ist P� � (�) ; � (�) = 1
4 und E(� � ) = E( � ) = E, da alleSchmidt -

Koe�zien ten identisch sind.

3. Alice und Bob teilen sich zwei gleiche, nicht-Singulett Zust•ande:

j i 1;2 = cos(�) j0ij 1i � sin(�) j1ij 0i und damit

j	 i = cos2(�) j00ij 11i + sin2(�) j11ij 00i

� cos(�) sin(�) (j01ij 10i + j10ij 01i )

Jetzt f•uhrt Alice wieder eine idealeBell -Messungdurch, d.h. mit

j� � i =
1

p
2

(j00i � j11i ) und

j � i =
1

p
2

(j01i � j10i ) wird z.B.

j � i A h � j	 i = j � i A
1

p
2

[� cos(�) sin(�)] (j10i � j01i )

= � [cos(�) sin(�)] j � i A j � i B

Hierbei ist P � = sin2(�) cos2(�) die Wahrscheinlichkeit f•ur diesen
Zustand. Dies wird noch in Abschnitt 8 im Detail betrachtet. Hier soll
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lediglich angemerkt werden, da� Verschr•ankung •ahnlich wie Energie
nur transferiert, aber nicht erzeugtwerdenkann. Entsprechend ist

j� � i A h� � j	 i = j� � i A
1

p
2

�
cos2(�) j11i B � sin2(�) j00i B

�

N 2 =
1
2

�
cos4(�) + sin4(�)

�
Normquadrat

Es kann gezeigt werden, da� E f in (�) < E. Das Quadrat der Norm
gibt zugleich die Wahrscheinlichkeit f•ur diesenZustand an, d.h. P� � =
1
2

�
cos4(�) + sin4(�)

�
. Die Wahrscheinlichkeit f•ur h•oher verschr•ankte

Zust•ande ist daher klein.

Ein (experimentaltechnisches) o�enes Problem ist die Frage, wie eine
Bell -Messungdurchgef•uhrt werdenkann. Bei den h•au�g verwendeten
Photonenm•ussennichtlineare Medien verwendet werden,die aber erst
bei hohenIntensit•aten nutzbar sind und nicht wie ben•otigt bei einzel-
nenPhotonenpaaren.Daherkommennur lineareoptischeElemente zur
Anwendung.In [21] und [22] wird das f•ur diesenFall (leider) relevante
Theorembewiesen:

Theorem 9 No-Go-Theorem:
Es ist unm•oglich, komplette Bell -Messungenbei Photonen durchzu-
f•uhren, ohnenichtlineare optischeElement zu benutzen.

Hierbei stehen
"
lineare optische Elemente\ f•ur eine Klasse unit •arer

Operationen.Es bleibt die Frage,ob esm•oglich ist, Messungenan teil-
weiseverschr•ankten Zust•andendurchzuf•uhren.

4. A und B teilen sich zwei Singuletts (unvollst•andige Bell -Messung):
Wie im erstenFall teilen sich A und B zwei Singuletts:

j i =
1

p
2

(j0ij 1i � j1ij 0i )

aber in diesemFall mi�t Alice

cos(�) j01i � sin(�) j10i = j ~ � i A

sin(�) j01i + cos(�) j10i = j ~ + i A

cos(�) j01i � sin(�) j10i = j ~� � i A

sin(�) j01i + cos(�) j10i = j ~� + i A
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Hierbei handelt essich nur um ein Beispiel!Es k•onnte sein,da� esnoch
bessereM•oglichkeiten gibt. Die Verschr•ankung betr•agt jetzt

E = E( ~ �
A ) = E( ~� �

A )

= � cos2(�) log(cos2(�)) � sin2(�) log(sin2(�))

Eine Projektion auf den Singulett-Zustand ergibt nun

j � i A h � j	 i = j ~ � i A
1
2

[cos(�) j10i B � sin(�) j01i B ]

Die Wahrscheinlichkeit f•ur jedenBell -Zustand betr•agt auch hier
P � = P� � = 1

4. Bob verf•ugt jetzt •uber einenZustand mit der Verschr•an-
kung E. DiesesErgebnis sollte nicht mit idealen sondern mit realen
Messungenverglichen werden.

7.4 Dic htes Quan tenco dieren

Dichtes Quantenkodieren30 wurde von [23] vorgestellt. Die Idee ist hierbei,
in einemQubit zwei bits zu codieren bzw. in n Qubits 2n bits. Alice sendet
hierbei ein Teil einesverschr•ankten Paaresan Bob, der darauf einige lokale
Operationenanwendetund danach Alice dasTeilchen zur•ucksendet.Schlie�-
lich f•uhrt Alice eine Bell -Messungdurch. Die vier m•oglichen Ergebnisse
k•onnenals die zwei •ubertragenenBits verstandenwerden.
Protokoll:

1. Alice pr•apariert ein Singulett

j � i A;B =
1

p
2

(j0i A j1i B � j1i A j0i B )

2. Bob f•uhrt eine lokale unit •are Operation durch31:

UB = UB (� ; � ; 
 ) = e� i�� B
z e� i� � B

y e� i
 � B
z mit

j (� ; � ; 
 )i = UB j � i A;B

30engl. Quantum DenseCoding
31Stimmen die Winkel ?
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Insbesonderesind die Zust•ande

j (0; 0; 0)i A;B = j � i A;B

j (0; 0;
�
2

)i A;B =
�

(cos
� �

2

�
�

� i sin
� �

2

�
� z

�
j � i A;B

=
� i
p

2
(j0ij 1i + j1ij 0i ) � j + i A;B

j (0;
�
2

; 0)i A;B = � i� B
y j �i A;B � j� + i A;B

j (
�
2

;
�
2

; 0)i A;B = (� 1)� B
z � B

y j � i A;B � � B
x j � i A;B � j� � i A;B

3. Alice f•uhrt eineBell -Messungan beidenTeilchendurch. Da bei dieser
Bell -Messungvier Ergebnissem•oglich sind, hat Bob ihr alsozwei bit
an Informationen •ubertragen.Ein gegebenenfallslauschenderEve kann
diese Information nicht decodieren, da sie nicht •uber Alice Teilchen
verf•ugt und daher bei der Spurbildung •uber Alice-Raum die Informa-
tion verloren geht.
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8 Puri�k ation und Destillation

Die Gewinnung von reinen Zust•anden wird als Puri�k ation, die Erh•ohung
der Verschr•ankung wird als Destillation bezeichnet. In der Literatur werden
dieseBegri�e jedoch oft vermischt.
Die grundlegendeIdee besteht darin, da� f•ur Anwendungen(z.B. Telepor-
tation) reine und maximal verschr•ankte Zust•ande ben•otigt werden, experi-
mentell jedoch nur gemischte (und damit per De�nition nicht vollst•andig
verschr•ankte) Zust•andevorliegen.

8.1 Puri�k ation unter Benutzung von POVMs

Hierbei wird dasExperiment auf lokale Operationenund klassische Kommu-
nikation beschr•ankt. Wie auch im vorherigenKapitel sind dies die einzigen
erlaubten und

"
billigen\ -Operationen.

Wird z.B. der Zustand mit der Dichtematrix

� = F j � ih � j + (1 � F )j11ih11j F 2 [0; 1]

betrachtet. Hierbei ist F = Spur(� j � ih � j) die Fidelity . Betr•agt sie1, dann
handelt essich um denmaximal verschr•ankten Singulett-Zustand.Betrachten
wir hierf•ur die CHSH-Ungleichungen

S = jE(~a;~b) + E(~b;~c) + E(~c; ~d) � E( ~d;~a)j mit

\ (~a;~b) = \ (~b;~c) = \ ( ~d;~c) =
�
4

Hierbei liegenalle Winkel in einerEbene,wobei die Benennung in mathema-
tisch positiver Richtung erfolgt. Dann kann gezeigtwerden,da�

S = F � S( � ) + (1 � F ) � S(11) = 2
p

2F +
p

2(1 � F )

betr•agt. Der Fall S > 2, d.h. die Verletzung der CHSH-Ungleichung erfolgt,
sobald1 � F �

p
2 � 1 erf•ullt ist.

Nicht nur ausdiesemeher theoretischen Interesseherausist die Destillation
interessant, sondernz.B. in F•allen, in denen Quantenzust•ande gespeichert
werdensollen.Ein Zustand j11i entspricht z.B. einer Zweiphotonenanregung
in einemSystem,die erheblich schneller dissipiert als die in j � i enthaltenen
Einphotonenanregungen.

8.2 POVM aus einem abstrakten Blic kwink el

Def. 11 POVM is ein Satz Vi von Operatoren, so da�
P

i
V y

i Vi =
�

. Die Vi

sind nicht notwendigerweisehermitesch,aber V y
i Vi = Oi ist eine Observable.
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Insbesondereist
P

Oi =
�

. Daraus folgt Vi =
p

Oi f•ur Oi � 0. Nach der
Messungbetr•agt die Dichtematrix

� =
Vi �V

y
i

Spur
�

Vi �V
y

i

�

Def. 12 Lokale POVM f•ur zusammengesetzteSystemesind POVM Vi =
V A

i 
 V B
i f•ur jedesi .

Fidelity:

F := Spur
�
� j � ih � j

�
= h � j� j � i � 1

Jetzt wird einePOVM-Messungdurchgef•uhrt mittels

OA;B
1 = � j0i A;B h0j + (1 � � )j1i A;B h1j � � 0

OA;B
2 = (1 � � )j0i A;B h0j + � j1i A;B h1j

�

A = OA
1 + OA

2 V A
i =

q
OA

i und

V A
1 =

p
� j0i A h0j +

p
1 � � j1i A h1j

Der Zustand nach der Messungvon OA
1 
 OB

1 wird durch die Dichtematrix

� 0 =
V A

1 
 V B
1 � (V A

1 )y 
 (V B
1 )y

Spur(OA
1 
 OB

1 � )

beschrieben. Hierbei ist32

Spur
�
OA

1 
 OB
1 �

�
= F � (1 � � ) + (1 � F )(1 � � )2 und somit

� 0 =
F � (1 � � )j � ih � j + (1 � F )(1 � � )2j11ih11j

F � (1 � � ) + (1 � F )(1 � � )2

=
F � j � ih � j + (1 � F )(1 � � )j11ih11j

F � + (1 � F )(1 � � )

Damit geht die neueFidelity

F 0 =
F �

F � + (1 � F )(1 � � )
! 1 falls � ! 1

F 0 > F falls � >
1
2

Dies ist klar, wenndie strengmonotoneStetigkeit betrachtet wird und durch
explizites Einsetzen 1 als Fixpunkt identi�ziert wird. Allerdings geht die
Wahrscheinlichkeit f•ur solche Zust•ande

P = [F � + (1 � F )(1 � � )] (1 � � ) ! 0 mit � ! 1:
32hier fehlt noch was ?
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8.3 Puri�k ation unter Benutzung von Con trol-NOT
Op erationen

DieserAbschnitt basiert auf [24], [25]und [26]. Wir betrachten einenZustand
mit der Dichtematrix � , der h � j� j � i = F > 1

2 erf•ullt. Alice und Bob teilen
sich Paareeiner Quelle die durch � beschrieben wird.
Prozedur:

1. Zuf•allige bilaterale Rotationen:
A und B f•uhren die gleichen lokalen und zuf•alligen Rotationen von
� durch. Dabei bleibt j � i invariant w•ahrend die orthogonalen Un-
terr•aume

"
durcheinandergewirbelt\ werden.

j0i ! j00i = cos(�) j0i + ei' sin(�) j1i

j1i ! j10i = � sin(�) j0i + ei' cos(�) j1i und damit

j � i ! ei' j � i

j + i !
1

p
2

cos(�) sin(�)
�
j00i + ei 2' j11i

�
+

1
p

2
ei� j + i

j� � i !
1

p
2

�
j00i + ei 2' j11i

�

j� + i !
1

p
2

(cos2(�) � sin2(�))
�
j00i � ei 2' j11i

�
+

1
p

2
ei' j + i

Nach dieserOperation betr•agt die Dichtematrix

�  � = F j � ih � j +
�

1 � F
3

�
�
j + ih + j + j� � ih� � j + j� + ih� + j

�

=
�

F �
1 � F

3

�
j � ih � j +

1 � F
3

�

DieserZustand wird Werner -Zustand33 genannt.

2. Unilaterale Pauli -Rotation:
A wendet � y an , j � i ! j� � i .

3. Bilaterale C-NOT-Operation:
Alice und Bob nehmenzwei Paarevom Teilchenensemble und wenden
auf diesePaare die C-NOT-Operation an. Bezeichnet Alice ihre Teil-
chen mit A1, A2 und Bob seinemit B1, B2, wobei Teilchen 1 jeweils als

33Deutscher Physiker aus Braunschweig
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Quell-, Teilchen 2 als Zielteilchen bezeichnet wird, dann ist die Dichte-
matrix

� = � A 1 ;B 1
� + 
 � A 2 ;B 2

� + :

Die Wirkung der Control-NOT-Op eration auf Zust•andebetr•agt

C-NOTj0i A 1 j0i A 2 = j0i A 1 j0i A 2

C-NOTj0i A 1 j1i A 2 = j0i A 1 j1i A 2

C-NOTj1i A 1 j0i A 2 = j1i A 1 j1i A 2

C-NOTj1i A 1 j1i A 2 = j1i A 1 j0i A 2

O�ensichtlich kann die Abbildung durch eineunit •are Transformations-
matrix beschrieben werden, sie ist also reversibel. Dies pr•adestiniert
sie zu einem universellenGatter f•ur einen Quantencomputer. F•ur die
Bell -Zust•andeergibt sich:

Anfangszust•ande Endzust•ande
Quelle Ziel Quelle Ziel

� � � + � � � +

� � � � � � � �

 �  +  � � +

 �  �  � � �

� �  + � �  +

� �  � � �  �

 � � +  �  +

 � � �  �  �

Zum Beispiel ist

C-NOTj� � i 1 
 j� + i 2 = C-NOT
1
2

[j0i A 1 j0i B 1 � j1i A 1 j1i B 1 ]


 [j0i A 2 j0i B 2 + j1i A 2 j1i B 2 ]

=
1

p
2

�
j00i 1j� + i 2 � j11i 1j� + i 2

�

= j� � i A 1 ;B 1 j� + i A 2 ;B 2 :

Die anderenKombinationen werdenentsprechend berechnet.

4. Messung:
A und B messen� A 2

z bzw. � B 2
z ihrer Zielteilchen. Sie teilen sich die Er-

gebnissemit und behaltendie Quellpaarefalls dasErgebnisbei beiden
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Messungengleich ist (d.h. die Richtung desZielteilchenspins).Andern-
falls •ubergehensieihr Quellpaar.Diesbedeutet,da� sieihre Dichtema-
trix auf denRaum � � desZielsprojezierenbzw. ihren Eingangszustand
auf den Unterraum f � � 
 � � ;  � 
  � g.

Frage:Wie gro� ist die Fidelity F 0 = h� + j� S j� + i ?

� mit P = F 2 war der Ausgangszustandj� + i 1j� + i 2

� mit P = (1� F )2

9 war der Ausgangszustandj� � i 1j� � i 2

� mit P = F (1� F )
3 war der Ausgangszustandj� � i 1j� � i 2

� mit P = (1� F )2

9 war der Ausgangszustandj � i 1j � i 2

F 0 =
F 2 + (1� F )2

9

P+
mit

P+ = F 2 +
(1 � F )2

9
+ 2

F (1 � F )
3

+ 4
(1 � F )2

9

Hierbei ist P+ die Wahrscheinlichkeit einer positiven Projektion. Falls
F > 1

2 ist F 0 > F .

5. Unilaterale Pauli -Rotation mit � y :

� � + ! �  � = F 0j � ih � j +
1 � F 0

3
(: : : )

Mittels Iteration kann F 0 nun beliebignahean 1 gebracht werden,d.h.
eine

"
perfekte Fidelity\ erreicht werden.
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9 Quan ten-Rec hnen

Dieser Abschnitt orientiert sich an [30], weitere Informationen z.B. in [28]
und [29].

9.1 Klassisc hes Rechnen

Im folgendensollenwichtige Begri�e desklassischen Rechnensde�niert wer-
den.

� Rechnen ist ein physikalischer Proze�, der ein Eingabe in eineAusgabe
transformiert. Im folgendenwird mit klassischem Rechnen diejenigen
Rechenvorg•angebezeichnet, die rein mit klassischen physikalischen Ge-
setzenbeschreibbar sind und nicht quantenkoh•arente Prozessebenut-
zen.

� Algorithmen k•onnenals langsamoder schnell eingestuftwerden.Daf•ur
wird mit der Schrittanzahl no und der Eingabegr•o�e N (in bits) noch
die Gr•o�e ni = log2 N de�niert. Ferner bezeichnet im folgenden

Poly (x; m) :=
mX

i =0

ai x i ai 2 � ; m < 1

SchnellesRechnen: Erf•ullt der Algorithmus die Bedingung

no � Poly (ni ; k) � O(nk
i )

f•ur ein beliebigesaber festesk, dann hei�t er schnell bzw. Mitglie-
der der KlasseP.

LangsamesRechnen: Gilt f•ur jedes k > 0 no > Poly (ni ; k) (f •ur
ni ! 1 ) so hei�t der Algorithmus langsam(skaliert exponenti-
ell) oder Mitglied der KlasseNP. Der Beweis, dasein gegebender
Algorithmus zur KlasseNP geh•ort ist im allgemeinenschwer zu
f•uhren.Algorithmen, bei denendieserBeweisgelungenist, werden
daher als Mitglied der KlasseNP-komplett bezeichnet.

Beispielhaft sei hier das Problem des reisendenGesch•aftsmanns er-
w•ahnt. Hierbei geht esum die Frage,wasder k•urzesteWegzwischen N
Punkten in einer Ebeneist, wenn jeder Punkt einmal erreicht werden
mu�. DiesesProblem geh•ort zu der Klasse NP-komplett. Durch Ge-
genbeispiele(d.h. Algorithmen mit polynomialer Laufzeit) kann aber
gezeigtwerden,da� bereitsbei geringenZusatzannahmendasProblem
zur KlasseP geh•ort.
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Als weiteres Beispiel sei die sequentielle Addition (Zi�er f•ur Zi�er)
zweier Zahlen N1 und N2 mit ni Zi�ern betrachtet. O�ensichtlich ist
no . O(ni ) < O(n2

i ).

Im Gegensatzdazu ben•otigen eine (naive) Faktorisierung, bei der ein-
fach die Zahl M = M 1 � M2 durch 1; : : : ;

p
M geteilt wird,

no � O(
p

M ) = O(2
log 2 ( M )

2 ) = O(2
n i
2 ):

Ist hierbei allerdings z.B. M 1 bekannt, dann kann das Problem in po-
lynomialer Zeit gel•ost werden.

Wichtig ist daherimmer, zwischender KlasseeinesProblems(z.B. Tra-
velling Salesman)und der KlasseeinesAlgorithmus (z.B. Faktorisie-
rung) zu unterscheiden.Wenn ein Problem in der KlasseNP-komplett
liegt, dann kann eskeinenAlgorithmus in der KlasseP geben.Liegt da-
gegender Algorithmus in der KlasseNP, dann bedeutetdiesnicht, da�
alle Algorithmen in dieserKlasse liegen. Ein sch•onesBeispiel hierf•ur
ist Shor s Faktorisierungsalgorithmus (s.11.1).

� Universelle Computer sindRechner, die jedem•oglicheRechnung durch-
f•uhren k•onnen. Sie stellen eine Abstraktion von der konkreten Hard-
ware dar; so ist der mechanische Rechner von Charles Babba ge
nat•urlich ganz anders zu programmieren als der der erste elektroni-
sche Rechner von K onrad Zuse, welcher sich in der Programmierung
selbstwiedergrundlegendvon einemmodernenRechner mit z.B. einem
Alpha-Prozessorunterscheidet.

UniverselleComputer verf•ugen •uber

{ bits, das sind (klassische) Registerdie die Werte 0 und 1 aufneh-
men k•onnen. Hiermit kann jede Zahl codiert werden, z.B. 23 =
10111unter Benutzung desBin•arsystems;

{ Gatter, z.B.

NOT
I O
0 1
1 0

AND
I O

00 0
01 0
10 0
11 1

{ universelleGatter, die aus endlich vielen Gattern aufgebautsind
und die jede denkbareBerechnung durchf•uhren k•onnen.
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9.2 Quan tenrec hnen

Auch hier sollen im folgendenzuerst die Begri�e gekl•art werden:

� Quantenrechnen ist ein quantenphysikalischer Proze�, der Eingaben in
Ausgaben transformiert. Hierbei k•onnen Quantenph•anomenewie Su-
perposition, Verschr•ankung etc. verwendet werden; da die klassische
Physik als Grenzfall in der Quantenphysik enthalten ist, ist dieseDe-
�nition des Rechnes weiter, ein Quantenrechner kann auch klassisch
rechnen.

� Eingaben/Ausgaben werden durch Zust•ande einesphysikalischen Sy-
stemesrepr•asentiert, z.B. durch Basiszust•andej0i ; j1i ; : : : ; jN i ; : : : . Ei-
ne Zahl kann dann z.B. mittels N ! jN i codiert werden.

� Ideales Quantenrechnen beschr•ankt sich auf diejenigendatenverarbei-
tende Operationen, die durch unit •are Operatoren beschrieben werden
k•onnen.Dies ist nat•urlich eineIdealisierung.Sieist aber insofernn•utz-
lich, als da� hiermit die prinzipiellen Vorgehensweisenbeim Quanten-
rechnen gut beschrieben werdenk•onnen.

Problematisch ist z.B. die AND-Operation, da sie vom H 4 auf den H 2

abbildet. Als weiteresBeispiel sei die nicht unit •are Parit •atsoperation
betrachtet:

j0i ! j0i

j1i ! j1i

j2i ! j0i

j3i ! j1i

DiesesProblemkanndurch Hinzunahmeder Umgebungumgangenwer-
den:

j0ij 0i ! j0ij 0i

j1ij 0i ! j1ij 1i

j2ij 0i ! j0ij 1i

j3ij 0i ! j1ij 0i

� Quantenparallelit•at:

f : f 0; : : : ; ng ! f 0; : : : ; ng
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sei die betrachtete Funktion. Z.B. kann f durch die unit •are Operation

Uj0ij 0i ! j0ij f (0)i
Uj1ij 0i ! j1ij f (1)i

...
...

Ujnij 0i ! jnij f (n)i

vermittelt werden.Sowohl dieAnfangszust•andealsauch die Endzust•ande
sindorthonormal, d.h. einesolcheunit •areTransformationexistiert (auch
f•ur f = const). Pr•aparierenwir nun die Quantensuperposition

j	 i =
1

p
n + 1

nX

k=0

jkij 0i dann ist

Uj	 i =
1

p
n + 1

nX

k=0

jkij f (k)i ;

d.h. alle Werte werdensimultan berechnet. Allerdings ist die Ausgabe
nicht einfach, im Prinzip sogarunm•oglich, da die Messungdie Super-
position zerst•ort.

� Bedingte Dynamik
Einige wichtige Operationen, die auf ein Register wirken, h•angenvon
dem anderenRegisterab:

U = j0ih0jU0 + j1ih1jU1 + : : :

Ein Beispiel hierf•ur ist die C-NOT-Operation ausAbschnitt 8.3.

� Langsamesund schnellesRechnen

Da der Quantenrechner den klassischen Rechner beinhaltet, sind alle
schnellen Algorithmen auch auf dem Quantenrechner schnell. Es exi-
stieren allerdings einige schnelle Quantenalgorithmen, die kein klassi-
schesGegenst•uck besitzten, z.B. Shor s-Faktorisierungsalgorithmus.

Nat•urlich k•onnen nur Problemeder KlasseNP einen schnellen Quan-
tenalgorithmus besitzten.

Als Beispielseider Deutsch -Algorithmus betrachtet, der hier verein-
facht vorgestellt werdensoll. Es werdenalle m•oglichen Funktionen

f : f 0; 1g ! f 0; 1g

betrachtet. Dies sind f 1 =
�

, f 2 = NOT, g1 = 0 und g2 = 1. Die
logischen Tafeln lauten also:
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f 1

I O
0 0
1 1

f 2

I O
0 1
1 0

g1

I O
0 0
1 0

g2

I O
0 1
1 1

Die Funktionen f 1 und f 2 sind ausgeglichen, d.h. die Funktion hat ge-
nausoh•au�g 0 wie 1 als Ergebnis. Bei den Funktionen g1 und g2 ist
dieso�ensichtlich nicht der Fall.

DasProblem von Deutsch besteht nun in der Annahme,da� eineun-
bekannte Funktion h, derenBerechnung sehr langwierig ist (z.B. zwei
Stunden), gegeben ist und innerhalb kurzer Zeit herausgefundenwer-
den soll, ob dieseineausgeglicheneoder unausgeglicheneFunktion ist.
W•ahrend ein klassischer Computer die Funktion zweimal berechnen
mu� (einmal f•ur 0 und einmal f•ur 1 als Eingabe), wird ein Quanten-
computer nach folgendemSchemaan dasProblem herangehen:

Uh

UA

AU

UA

UA

|0>

|1>

Es werdenzwei Qubits j0i und j1i geladen.Diesewerdenzuersteinzeln
(lokal) mittels der schnellen Operation (!) UA transformiert:

UA j0i =
1

p
2

(j0i + j1i )

UA j1i =
1

p
2

(j0i � j1i ) d.h.

j0i 
 j1i ! UA j0i 
 UA j1i

=
1
2

(j0i + j1i ) 
 (j0i � j1i ) =: j 2i

Uh wird jetzt mit dieserSuperposition alsEingabe durchgef•uhrt. Dabei
ist

Uh ji; j i = ji; j � h(i )i mit

a � b = (a + b) mod 2:
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Wenn z.B. h = f 1 ist. dann ist

Uh j0; 0i = j0; 0i

Uh j0; 1i = j0; 1i

Uh j1; 0i = j1; 1i

Uh j1; 1i = j1; 0i und damit

Uh j 2i =
1
2

(j0i 
 j0i � j0i 
 j1i + j1i 
 j1i � j1i 
 j0i )

=
1
2

(j0i � j1i ) 
 (j0i � j1i ) =: j 3i

Abschlie�end werdendie Qubits wieder lokal zur•ucktransformiert:

UA 
 UA j 3i = j11i

Analog kann dieseRechnung f•ur die anderendrei m•oglichenFunktionen
durchgef•uhrt werden.Es ergibt sich

f 1(j01i ) = j11i

f 2(j01i ) = j11i

g1(j01i ) = j01i

g2(j01i ) = j01i

Durch MessungdeserstenQubits kann alsoentschiedenwerden,ob die
Funktion ausgeglichen ist oder nicht.

Der Originalalgorithmus ist komplizierter, da der allgemeinereFall von
Funktionen in n dimensionalenR•aumen betrachtet wird. Mit einer
gewissenWahrscheinlichkeit werden die Rechnungen mit dem Quan-
tenalgorithmus exponentiell gegen•uber dem klassischen Algorithmus
beschleunigt.

� Universelle Quantencomputer sind eineAbstraktion von der konkreten
physikalischen Realisation. Sie k•onnen jede denkbarequantenphysika-
lische Rechnung durchf•uhren und verf•ugendaher •uber

{ Qubits: Elementare Quantenregister,die durch Zweizustands-Sys-
teme realisiert fj 0i ; j1ig sind. Damit kann z.B. die Zahl 23 durch
die f•unf Qubits j10111i dargestellt werden.

{ Quantengatter: Elementare unit •are Operationen, die auf Qubits
wirken. Dies k•onnenz.B. die folgendenOperationensein:
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I V( � ,' )
j0i cos(� )j0i � iei' sin(� )j1i
j1i ie� i' sin(� )j0i + cos(� )j1i

I C-NOT
j0ij 0i j0ij 0i
j0ij 1i j0ij 1i
j1ij 0i j1ij 1i
j1ij 1i j1ij 0i

{ UniverselleQuantengatter: Mengevon Gattern, die jededenkbare
Berechnung erlauben. Hierbei sind kontinuierliche unit •are Trans-
formationen erlaubt, d.h. die Menge der Gatter kann unendlich
gro� sein. V( � ; ' ), C-NOT realisiereneine solche Menge.Beweis
in [30].
F•ur Photonen werden die zwei Gatter V und C-NOT durch Ro-
tationen der Polarisation und Phasenschieber realisiert, beideex-
perimentell leicht realisierbar.
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10 Fehlerk orrektur

10.1 Klassisc he Fehler

Als einer der ersten Theoretiker hat Shannon das Problem der •Ubert-
ragung von Informationen •uber verrauschte Kan•ale untersucht. Die naive
L•osungsm•oglichkeit die Hardware zu verbessernscheidet oft aus Kosten-
gr•unden oder technologischen Unzul•anglichkeiten aus. Daher bleibt nur die
M•oglichkeit, gegendie Fehler

"
anzuk•ampfen\ . Hierbei besteht die M•oglich-

keit durch redundantes Sendenvon Informationen eine Fehlerkorrektur zu
implementieren.
Im allgemeinenwerdenzwei Arten von Fehlern unterschieden:

� Speicherfehler - gespeicherte Information wird im Laufe der Zeit einer
zuf•alligen Transformation unterzogen

� Operationsfehler- W•ahrend einer (Rechen-)Operation tritt ein Fehler
auf

Beide Fehlertypen sind im Ergebnis identisch (inkorrekte Daten), aufgrund
der einfacheren Beschreibung wird die folgendeBetrachtung aber nur f•ur
Speicherfehlerdurchgef•uhrt.

10.2 Klassisc he Fehlerk orrektur

An einer Speicherposition sei ein bit (d.h. entweder 0 oder 1) gespeichert.
Mit P(� ) wird die Wahrscheinlichkeit, dassich dasbetrachtete Bit nach der
Zeit � ge•andert hat, bezeichnet. P(� ) ist einemonoton wachsendeFunktion
und sollte P(� ) � 1 erf•ullen.
Im folgendenwerdedas redundante Codieren betrachtet. Hierbei wird jedes
Bit z.B. durch drei bits beschrieben:

0 ! 000

1 ! 111

Die dreibit-Sequenzen(bzw. allgemeinn-bit-Sequenzen)werdenCodew•orter
genannt.
Die Wahrscheinlichkeit, da� nach der Zeit � ein Fehler aufgetreten ist, be-
tr •agt unter der Annahme, da� P(� ) f•ur jedes

"
physikalische bit\ statistisch

unabh•angig ist:

� Kein Fehler: (1 � P(� ))3
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� Fehler in einembit 34: 3P(� )(1 � P(� ))2

� Fehler in zwei bits: 3P 2(� )(1 � P(� ))

� Fehler in drei bits: P3(� )

Die Fehlerkorrektur erfolgt jetzt durch
"
Abstimmung\ :

3 bits iden tisc h: Keine Korrektur durchgef•uhrt.

1 bit anders: Diesesbit wird auf den Wert der zwei anderengesetzt.

Wie gro� ist die Wahrscheinlichkeit, da� dieseMehrheitsentscheidung tat-
s•achlich das richtige Ergebnisliefert35?

P korr
� = (1 � P� )3 + 3(1 � P� )2P� = 1 � 3P2

� + 2P3
�

W•ahrend ohne Fehlerkorrektur die Wahrscheinlichkeit f•ur ein richtiges Er-
gebnislautet

Punkorr
� = (1 � P� ) < P korr

� falls P� �
1
2

Noch bessersieht die Situation aus, wenn h•au�g korrigiert und ein langer
Zeitraum betrachtet wird. W•achst zum Beispieldie Fehlerwahrscheinlichkeit
linear, d.h. P� = c� und korrigieren wir N mal in der betrachteten Zeit, d.h.
� = t

N , dann ist

P c
t;N =

"

1 � 3
�

ct
N

� 2

+ 2
�

ct
N

� 3
#N

N !1� � � ! exp
�

�
3c2t2

N

�
N !1� � � ! 1

10.3 Quan tenfehler

Wie im klassischenFall k•onnenSpeicherfehlerund Rechenfehler(Operations-
fehler) unterschiedenwerden. Ist der Quantencomputer mit Spins realisiert,
dann k•onnendie Spinsumklappen, d.h. der Zustand

j i = c0j0i + c1j1i

geht nach einer Zeit � •uber in den Zustand

� x j i = c0j1i + c1j0i

Auch ein Phasenverschub ist m•oglich. Verschiebt sich die Phaseum � , dann
geht j i •uber in

� z j i = c0j0i � c1j1i
34esgibt drei M•oglichkeiten: 000! 001, 010 und 100
35Bei Fehlern in zwei oder drei Codierbits versagt nat•urlich die Korrektur
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10.4 Quan tenfehlerk orrektur

Codierung und Fehlerw ahrscheinlic hkeit

Um Umklappprozessekorrigieren zu k•onnen,kann folgenderedundante Co-
dierung verwendet werden

j0i L ! j000i

j1i L ! j111i

w•ahrend bei Phasenverschub um � folgenderedundante Codierung sinnvoll
ist:

j0i L ! j + ++ i j�i =
1

p
2

(j0i � j1i )

j1i L ! j � ��i da � z j�i = j�i

Im folgendenbetrachten wir zun•achst nur Umklappfehler.
Die Wahrscheinlichkeit f•ur Fehler betr•agt vor der Korrektur

� (1 � P� )3 da� kein Fehler aufgetretenist.

� 3 � (1 � P� )2P� da� ein Spin umgeklappt ist.

� 3 � (1 � P� )P2
� da� zwei Spinsumgeklappt sind.

� P3
� da� alle drei Spinsumgeklappt sind.

Die Fehlerkorrektur l•auft nun in folgendenSchritten ab:

� Zuerst erfolgt eineMessungmit

P = j000ih000j + j111ih111j

Ist der Messausgangpositiv, dann ist kein Fehler aufgetretenund das
Verfahrenist beendet.Ansonsten

� erfolgt eineMessung

P = j100ih100j + j011ih011j:

Ist diesepositiv, dann wird der Fehler durch Anwendungvon � 1
x korri-

giert. Bei negativem Ergebnis
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� erfolgt eineMessung

P = j010ih010j + j101ih101j:

Ist diesepositiv, dann wird der Fehler durch Anwendung von � 2
x kor-

rigiert ansonstenmu� der Fehler im dritten Bit aufgetreten sein und
daher wird � 3

x zur Korrektur angewendet.

Die Wahrscheinlichkeit, da� die Korrektur erfolgreich war, betr•agt

P korr = (1 � P� )3 + 3P� (1 � P� )2 > (1 � P� ) falls P� .
1
2

:

W•achst die Fehlerwahrscheinlichkeit z.B. linear mit der Zeit, d.h. P� = c�
und korrigieren wir N mal in der Zeit t, d.h. � = t

N dann betr•agt die Wahr-
scheinlichkeit f•ur ein korrektesResultat

P korr
t = (1 � 3P2

� + 2P3
� )N '

 

1 � 3
�

ct
N

� 2

+ 2
�

ct
N

� 3
! N

N !1� � � ! e� 3( ct
N )2

N = e� 3 ( ct ) 2

N
N !1� � � ! 1:

Allgemeiner Fall

W•ahrend die Fehlerkorrektur problemlosf•ur einender Fehlerf•alle (entweder
Spinumklapp oder Phasenverschub um � ) funktioniert, ist der allgemeine
Fall etwaskomplizierter. Die •Uberlegungenhierzu entstammen [31], [32] und
[29]. Die Idee besteht darin, das System in einen gr•o�eren Hilber t raum
einzubetten, soda� die verschiedenenFehlerm•oglichkeiten auf jeweils andere
Unterr•aumeabgebildetwerden.
Im folgendengibt k die Anzahl der Qubits im urspr•unglichen System (im
Hilbertraum H L mit der Dimension2k) an, w•ahrend n die Anzahl der zum
codieren verwendetenQubits (im Hilbertraum H mit der Dimension2n) be-
zeichnet.

k Qubits ! n Qubits

Alle m•oglichen Operatoren, und damit auch die Fehleroperatoren36, lassen
sich in Pauli matrizen entwickeln. Damit ist ein allgemeinerFehler

AL =
X

� 1 :::� ~k

c� 1 : : : c� ~k
E

j 1 :::j ~k
� 1 :::� ~k

~k � k

E
j 1 :::j ~k
� 1 :::� ~k

= � j 1
� 1

� j 2
� 2

: : : �
j ~k
� ~k

j m 6= j n f•ur n 6= m

36hier werden nur unit •are Fehleroperatoren betrachtet
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Hierbei ist � i
0 =

� i , � i 2 f 0; 1; 2; 3g und cl 2 � . Die Summel•auft •uber alle
m•oglichen Anordnungenvon � 1 : : : � ~k .
Wie viele m•ogliche Fehler gibt esmaximal?

kX

l=0

3l
|{z}

(a)

n!
(n � l)!l !
| {z }

(b)

=: N (n)

Es wirken zwischen 0 und k Operatoren, an jeder dieser Positionen wirkt
einer der Pauli -Matrizen, daher gibt es bei l Operatoren jeweils (a) 3l

Verteilm•oglichkeiten der Pauli -Operatoren auf die Pl•atze. Da insgesamt n
Pl•atze zur Verf•ugung stehengeht in (b) noch die Zahl der m•oglichen Anord-
nungender l Fehleroperatorenauf die n Pl•atze ein.
Soll das Bild unter zwei verschiedenenFehleroperationen in jeweils zwei or-
thogonale Unterr•aume von H abgebildet werden, mu� H •uber gen•ugend
Zust•andeverf•ugen,d.h.

2kN (n) � 2n = dim(H)

Ist z.B. k = 1, dann ergibt sich durch Einsetzenin die obigeFormel, da�

21 � (1 + 3n) � 2n

seinmu�. Dies wird ab n = 5 erf•ullt.
Damit ergibt sich f•ur die Fehlerkorrektur folgendesVerfahren:

1. Das Systemvon k Qubits wird auf H abgebildet:H L ! K (H L ) � H

2. Ein Fehler bildet K (H L ) mittels AL auf einenanderenUnterraum von
H ab. Nach Konstruktion ist der Unterraum eindeutig einem Fehler-
operator AL zugeordnet.

3. Durch sukzessive Projektion auf die einzelnenUnterr•aumevon H wird
der Unterraum ermittelt, in dem sich das System be�ndet. Da alle
Unterr•aumeorthogonal zueinandersind, wird nur in einemUnterraum
ein positivesMe�ergebnis erzielt.

4. Da alle Pauli -Operatoren idempotent sind, kann durch erneute An-
wendung des(jetzt bekannten) Fehleroperators der Fehler r•uckg•angig
gemacht werden(d.h. eswird wieder in den urspr•unglichen Unterraum
zur•uckprojeziert).

Schematisch:

j i
Einbettung
� � � � � � ! K (j i ) Fehler� � � ! AL K (j i ) Korrektur� � � � � ! A2

L K (j i ) = K (j i )
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11 Quan tenalgorithmen

11.1 Shors Faktorisierungsalgorithm us

Neben der Originalarbeit von Shor wird in [28] sowie in [36] der Algorith-
mus vorgestellt. Die mathematischen Beweisek•onneng•angigenLehrb•uchern
•uber Zahlentheorie entnommen werden,z.B. [33] oder dem eherpopul•arwis-
senschaftlichen [34].

Theorem 10 Sind p, q Primzahlen mit N = pq und a 2 � , a < N eine
Zufallszahldie 1 = ggT(a;N ) erf•ullt37 und

f a;N (x) := ax mod N x 2 �

eine (o�ensichtlich) periodischeFunktion mit der Periode r , dann gilt:
Ist r geradeund a

r
2 mod N 6= N � 1

) p;q = ggT
�
a

r
2 � 1; N

�

Hierbei sind folgendePunkte anzumerken:

� Zur Ermittlung des ggT existiert seit Euclid ein Algorithmus mit
polynomialer Laufzeit.

� Die Zahlentheorie liefert die (nicht triviale) Aussage,da� bei zuf•alliger
Wahl P(r gerade)> 1

2 ist.

� F•ur klassische Computer liefert dasTheoremkeinenVorteil, da f•ur die
Ermittlung der Periode nur klassische Algorithmen mit exponentieller
Laufzeit bekannt sind. Die bestenAlgorithmen habeneineLaufzeit von
O

�
exp(log2 N )

1
3

�
.

Beispiel

Es soll die Zahl N = 15 = 3 � 5 faktorisiert werden.W•ahle a coprim mit N ,
d.h. a 2 f 2; 4; 7; 8; 11; 13; 14g, z.B. a = 7. Damit ergibt sich f•ur f 7;15(x) = 7x

mod N folgendeWertetabelle:

x 0 1 2 3 4 5
f (x) 1 7 4 13 1 7

37dieseEigenschaft wird als Coprim bezeichnet
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Die Periode r ist also 4 und insbesonderegerade.Ferner ist a
r
2 = 72 = 49

coprim mit N = 15. Damit sind die Primfaktoren

5; 3 = ggT(49 � 1; 15)

Analog lassensich auch die anderenm•oglichen Werte f•ur a verwenden:

a 2 4 7 8 11 13 14
r 4 2 4 4 2 4 2

O�ensichtlich sind alle r gerade,allerdings eignet sich 14 wegen14
r
2 = 14

mod 15 = 14 nicht als Startwert.

Quan tenmec hanisches Ermitteln der Perio de

Ist N � O(2L ) dann wird der Algorithmus mit Hilfe von 2L Qubits, jeweils
in zwei Registern,wie folgt durchgef•uhrt:

1. Durch eineunit •are Transformation38 wird in dem erstenRegistereine
•Uberlagerungaller Eingaben erzeugt:

j0ij 0i !
1
2L

22L � 1X

x=0

jxij 0i

2. Als n•achstes wird die zu f a;N geh•orende unit •are Transformation Uf

angewendet:

Uf
1
2L

22L � 1X

x=0

jxij 0i =
1
2L

22L � 1X

x=0

jxij f a;N (x)i

Ist wie oben N = 15, a = 7 und damit L = 4 dann liegt nach diesem
Schritt der Zustand

1
64

(j0ij 1i + j1ij 7i + j2ij 4i + j3ij 13i + j4ij 1i + j5ij 7i + � � � + j255ij 13i )

vor.

3. Durch Messungdes zweiten Registerswird ein Zustand herausproje-
ziert. In unseremBeispiel kann beim Messendes zweiten Zustandes
j1i , j7i , j4i oder j13i auftreten. Wird z.B. j4i gemessen,so lautet der
Zustand:

(j2i + j6i + j10i + j14i + � � � + j254i ) j4i

38s. unten f•ur die Beschreibung dieserTransformation
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H•atten wir stattdessenj13i erhalten, so lautete der Gesamtzustand
nach der Messung

(j3i + j7i + j11i + j15i + � � � + j255i ) j13i

O�ensichtlich ist diePeriodejetzt im erstenRegisterkodiert. Als n•achstes
wird dasersteRegistergemessenund danach erneutein Zustandpr•apa-
riert usw.

Nach einigen Durchl•aufen ist dreimal das gleiche zweite Register ge-
messenworden, z.B. j13i . Ist bei der jeweils darauf folgendenMessung
deserstenRegisterszudemin allen drei F•alleneineverschiedenesQubit
gemessenworden, z.B. j23i , j11i und j3i dann kann die gesuchte Pe-
riode ermittelt werden, indem der ggT der Di�er enzender Ergebnisse
im erstenRegisterermittelt werden, in unseremBeispiel ist

ggT(23 � 11; 11� 3) = ggT(12; 8) = 4

Der Nachteil dieser Methode besteht darin, da� mindestensdreimal
der gleiche Wert im zweiten Register gemessenwerden mu� und in
den dazugeh•origen MessungendeserstenRegistersjeweils ein anderer
Wert im ersten Register gemessenwerden mu� 39. Damit w•achst die
Rechenzeit wieder exponentiell mit N .

Das Problem besteht konkret darin, da� f•ur jeden m•oglichen Wert im
zweiten Register,die Werte im erstenRegisternicht identisch, sondern
um einenStartwert40 verschoben sind, d.h.

j i = �
[ 22L

r ]X

j =0

jj r + l i

Hierbei ist � eine f•ur dieseBetrachtung unwesentliche Normierungs-
konstante und l der O�set. Mit [x] wird der ganzzahligeAnteil von x
bezeichnet.

In unseremBeispiel ergibt sich also

ZweitesReg. ErstesRegister Startwert
1 j0i + j4i + j8i +. . . + j252i 0
4 j2i + j6i + j10i +. . . + j254i 2
7 j1i + j5i + j9i +. . . + j253i 1
13 j3i + j7i + j11i +. . . + j255i 3

39Ein weiterer Nachteil besteht darin, da� bei der ggT-Bildung auch ein Vielfachesder
Periode r gemessenwerden kann

40engl. O�set
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W•are der Startwert immer 0, dann k•onnte schon nach wenigenMes-
sungendie Periode ermittelt werden.

4. Diskrete Fourier-Transformation

Durch die DFT wird der Startwert in eineirrelevante Phaseumgewan-
delt. Die unit •are Transformation der DFT ergibt sich zu

UDFT jxi =
1
2L

22L � 1X

y=0

exp
�

i
2� xy
22L

�
jyi

UDFT

X

x

cx jxi =
X

y

~cy jyi mit

~cy =
1
2L

22L � 1X

x

exp
�

i
2� xy
22L

�
cx

Teilt r 22L , dann ergibt die DFT bei unseremZustand41

UDFT j i =
1

p
r

r � 1X

r =1

exp
�

i
2� l j

r

�
jj

22L

r
i

Wenn r nicht 22L teilt, dann ergeben sich exponetiell abklingendeSei-
tenb•ander (s. dazu [36]).

L r r r

x

|c  |x
2

y

2
L

r

|c  |
2

y

E�zienz des Algorithm us

An zwei Stellen im Algorithmus werdenzuf•allige Werte betrachtet:

1. Die Wahl von a. Dies ist unproblematisch, da pa ok � 1
2 unabh•angig

von N .

2. Die Periode r teilt 22L nicht (der Normalfall). Die entstehendenSei-
tenb•anderbedeuten,da� die richtige Periode nur mit einerbestimmten
Wahrscheinlichkeit pr ermittelt wird. Da p endlich ist kann durch wie-
derholte Messungauch hier r bestimmt werden.

41rechts im Ket hoch 2L oder hoch L ?
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Da die Berechnung von f a;N � O(L3) skaliert und f•ur die DFT Algorithmen
mit DFT � O(L log(L)) existieren(via Fast Fourier Transformation (FFT))
l•auft alsoShor s Quantenfaktoriesiralgorithmus in QFT� O(L 3). Verglichen
mit der klassischenLaufzeit O(exp(L

1
3 )) bedeutetdiesalsoeineexponentielle

Beschleunigung.

11.2 Gro vers Suchalgorithm us

Auch wenn dieserAlgorithmus weniger spektakul•ar als Shor s Algorithmus
ist, so lohnt essich dennoch, den von Gr over in [35] vorgestelltenSuchal-
gorithmus n•aher zu betrachten.
Das Problem besteht darin, ein Element auseiner Mengezu �nden. Als Bei-
spiel kann hier die sogenannte Bierdeckelfunktion betrachtet werden: einer
Telephonnummer soll der zugeh•orige Name zugeordnetwerden. Der Quan-
tenalgorithmusben•otigt hier O(

p
N ) = O(2

L
2 ) Schritte, wobei N dieM•achtig-

keit der zu durchsuchenden Menge ist (Anzahl der Eintr •age im Telephon-
buch). Ein klassischer Algorithmus skaliert mit N

2 .
Im folgendenwerdendie Eintr •agex = 0; : : : ; N � 1 betrachtet. JederEintrag
tr •agt eineBezeichnung Sv (� = 0; : : : ; N � 1). DieseBezeichnung entspricht
den Namen. Jedem Eintrag ist zudem eine Eigenschaft Cv (die Telephon-
nummer) zugeordnet.Die Funktion Cv ist alsoder Gestalt, da�

C� (Sx ) =

(
1 falls x = �

0 falls x 6= �

Gro vers Algorithm us: •Ub erblic k

Zuerst soll in einem •Uberblick erl•autert werden, wie der Algorithmus ar-
beitet, der Beweis f•ur das Funktionieren folgt unten. Bei dem im folgenden
verwendetenL-qubit-Register entspricht jeder m•ogliche jxi einemSx .

1. Zuerst wird dasL-qubit-Register in dem Zustand j0i pr•apariert.

2. Als n•achsteswird die sogenannte Had amard -Transformation durch-
gef•uhrt, d.h. auf jedesQubit wird die Operation UA (s. S. 68 f•ur De�-
nition) angewendet.

j i = UA 
 � � � 
 UA j0 : : : 0i

=
1

p
2

n (j0i + j1i ) 
 � � � 
 (j0i + j1i )

=
1

2
L
2

2L � 1X

x=0

jxi
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Nach dieserOperation42 be�ndet sich im Registereine lineare •Uberla-
gerungaller m•oglichen Zust•ande,wobei zudembei einer Messungalle
Zust•andegleichwahrscheinlich sind.

3. Ungef•ahr
p

N mal (die genaueZahl wird unten ermittelt) m•ussenjetzt
die folgendeOperationendurchgef•uhrt werden:

(a) Zuerst wird der Operator UC� angewendet:

UC� j� i = �j � i

UC� jxi = jxi f•ur x 6= �

DieserOperator ist
"
gegeben\ , d.h. esgibt keineM•oglichkeit, ihn

zu analysieren.

(b) Danach wird der Operator UD angewendet:

UD = � Uy
H UC0 UH

Hierbei ist UH die obige Had amard -Transformation und UC0 =
UC� mit � = 0.

4. Nach diesenOperationenwird dasRegistergemessen.Mit einer Wahr-
scheinlichkeit von ca. 50 % be�ndet sich der Zustand j� i im Register.

Bew eis des Algorithm us

Nach Konstruktion haben alle Anfangszust•andereellePhasen,durch die an-
gewendetenOperatoren UD und UC� bleiben sie reell (was nicht unbedingt
bedeutet,da� siew•ahrend einer Operation nicht doch komplex seink•onnen)
was die Betrachtungen erheblich vereinfacht.
Die Wirkung von UC� ist o�ensichtlich w•ahrend die Wirkung von UD eine
genauereBetrachtung erfordert. Daf•ur ist es sinnvoll, den Mittelw ert der

42Die allgemeineHad amard -Transformation wird auf einenbeliebigenAnfangszustand
jxi angewendet:

UH jxi =
1

2
L
2

X

y

(� 1)xy jyi

Die Summe l•auft hierbei •uber alle m•oglichen Kombinationen von x und y.Stimm t das
so ??
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Koe�zien ten der Basiskets zu betrachten:

j i =
2L � 1X

i =0

� i ji i und damit

� =
1
2L

2L � 1X

i =0

� i

Die Wirkung von UD besteht nun in einer Inversionum den Mittelw ert, d.h.
die Koe�zien ten � i gehenunter UD wie folgt in � 0

i •uber:

� i = � + (� i � � )
UD��! � 0

i = � � (� i � � ) = 2� � � i

Dies l•a�t sich durch explizites Betrachten der Schritte zeigen:

UD j i = � Uy
H UC0

2L � 1X

i =0

2L � 1X

k=0

� i
(� ) ik

p
2L

jki

= � Uy
H UC0

0

@
2L � 1X

i =0

� i
1

p
2L

j0i +
2L � 1X

i =0

2L � 1X

k=1

� i
(� ) ik

p
2L

jki

1

A

= � Uy
H (�

p
2

L
� j0i + UH j i �

p
2

L
� j0i )

= 2�
2L � 1X

i =0

ji i � j i

Damit gilt also f•ur jedesi das � 0
i = 2� � � i ist.

Beim ersten Schritt wird j� i deutlich unter den Mittelw ert abgesenktum
dannbei der Inversionum denMittelw ert deutlich •uberh•oht zu werden.Somit
ist bereits nach dem ersten Schritt die Wahrscheinlichkeit j� i zu messen,
gr•o�er als f•ur alle anderenZust•ande.
Um die Entwicklung der Zust•ande unter iterativ er Anwendung der Opera-
tionen UC� und UD zu verstehen,ist es sinnvoll zu bemerken, da� sich der
Zustand j (n)i immer als

j (n)i =
X

i 6= �

� (n)ji i + � � (n)j� i

schreiben l•a�t, da die Operatoren auf alle i 6= � stets identisch wirken. Bei
der Operation UD bleibt zudemder Mittelw ert erhalten, denn

� =
1
2L

2L � 1X

i =0

� i =
1
2L

2L � 1X

i =0

� 0
i =

1
2L

2L � 1X

i =0

(2� � � i ) = 2� � � = � :
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Nun l•a�t sich eineRekursionsformelf•ur den Mittelw ert � (n) (der unter der
Gesamttransformation nicht erhalten ist da er durch UC� ge•andert wird) und
� � (n) aufstellen:

� (n + 1) = � (n) � 2�� � (n) mit � :=
1
2L

� � (n + 1) = 2(� )UC �
� (� � )UC �

= 2� (n) � 4�� � (n) + � � (n)

Einfacher l•a�t sich dieselineare Gleichung in Matrixschreibweiseschreiben:
�

� (n + 1)
� � (n + 1)

�
=

�
1 � 2�
2 1 � 4�

�

| {z }
:= A

�
� (n)
� � (n)

�

Um die Wirkung der Iteration berechnen zu k•onnen,mu� eineBasisgew•ahlt
werden, in der A diagonal ist. Wird der Startvektor entsprechen gedreht,
folgt damit:

�
� (0)
� � (0)

�
=

� p
�p
�

�
= � 1~e1 + � 2~e2

AM

� p
�p
�

�
= � 1� M

1 ~e1 + � 2� M
2 ~e2

Hierbei sind ~ei die Eigenvektoren und � i die Eigenwerte von A. Physikalisch
machen weder Eigenwerte gr•o�er 1 Sinn, da damit der Mittelw ert beliebig
gro� werdenkann, noch der Fall, dasbeideEigenwerte kleiner als 1 sind, da
dann sowohl Mittelw ert als auch � � gegen0 gingen,was aber nicht der Fall
seinkann, da alle Operationenunit •ar und mithin eigenwerterhaltend sind.
Die Eigenwerte von A sind

� j = 1 � 2� � 2i
p

� � � 2 = 1 � iO(
p

� ) � ei' ' � O(
p

� )

Eine genauereBetrachtung in [37] zeigt, da�

a� (n) = sin((2n + 1)�) mit sin2 � = �

ist. DasMaximum von a� wird alsoerreicht, wenn (2n + 1)� = �
2 ist; weitere

Iterationen verringern die Wahrscheinlichkeit, den gesuchten Zustand j� i zu
messen,wieder. Somit mu� die Operation optimalerweise

n =
�
4

1
�

�
1

p
�

=
p

N

mal durchgef•uhrt werden. Da das Ergebnis zudem nur mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit gemessenwird, sind u.U. mehrereDurchl•aufenotwendig,
so da� wie behauptet der Algorithmus eineLaufzeit von O(

p
N ) besitzt.
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11.3 Weitere Algorithmen

Neben diesenzwei grundlegendenAlgorithmen gibt esnoch eine Reihe von
weiterenquantenmechanischen Berechnungsm•oglichkeiten wie z.B. dasSum-
menproblemder Zahlentheorie (auch als Diskrete Logarithmen bezeichnet),
dasShor allerdingsauf die Perioden�ndung zur•uckf•uhrte. Auch viele ande-
re Algorithmen sind lediglich Varianten entwedervon Shor s oder Gr over s
Algorithmus.
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12 Exp erimen telle Realisation

Zur experimentellen Verwirklichung von Quantencomputernwerdenverschie-
deneAns•atze verfolgt. Ein M•oglichkeit besteht darin, da� die Kernspinsdie
Zust•anderepr•asentieren und man mittels Verfahrender NMR43-Spektrosko-
pie gezielt Zust•ande besetzt und ausliest. Trotz desVorteils der schwachen
St•orung desKernesvon au�en ist dieseM•oglichkeit noch nicht weit verfolgt
worden. Eine Grund daf•ur ist die Begrenzungder Anzahl der Qubits. Das
Registerw•urde auseinemMolek•ul bestehen,dessenAtomkernedie Zust•ande
darstellen.Dies begrenztdie Ausdehnung desRegisters.

12.1 Ionenfalle

In einer Ionenfalle hingegenwerden einzelneIonen gefangenund in einer
linearen Falle aneinandergereiht. Die Ionen m•ussendazu sehr tief herunter
gek•uhlt werden,aber f•ur einzelneIonen ist diesmit Fallen machbar. Der Pro-
totyp einersolchenFalle ist auch alsPaul -Falle bekannt, der daf•ur einenNo-
belpreiserhielt. MehrereIonen in einer Falle sind der Coulomb -Absto�ung
untereinanderausgesetzt.Cira c und Zoller haben in [38]eineeinf•uhrende
Darstellung einer solchen Falle gegeben. Es emp�ehlt sich, z.B. diesenText
als Referenzheranzuziehen.
Eine Ionenfallebesteht auseinemschnell oszillierendemWechselfeld,dasein
harmonischesanziehendesPotential in einerRaumrichtung und ein harmoni-
schesabsto�endesin der anderenRaumrichtung erzeugt.Durch die zeitliche
Mittelung diesesschnell oszillierendenFeldesentsteht ein e�ektiv esharmoni-
schesPotential. Das darin gefangeneAtom l•a�t sich darum bez•uglich seiner
Bewegungals harmonischer Oszillator beschreiben (Nullpunktsenergie,glei-
che Abst•andeder Niveausetc.). Wenndie Ausdehnung desPotentials relativ
gering ist, spricht man von

"
steifem Potential\ . Das

"
Lamb-Dicke -Limit \

kennzeichnet genau dieseSituation: Das Atom ist auf einen Raumbereich
eingeschn•urt, der viel kleiner ist als die Wellenl•angedeseingestrahltenLa-
serlichtes.Die gleicheTatsachewird durch die Bedingungh� � EPhotonr •ucksto�

beschrieben. Die Frequenz� ist dabei die FrequenzdesModes.
DiesesBild aus der Festk•orperphysik kann so weit ausgedehnt werden, da�
man von Phononenspricht, derenAnzahl den Energieinhalt einer bestimm-
ten Mode bestimmt. (Viele Phononen� gro�e Auslenkung des Atoms um
den Gleichgewichtspunkt mit Modenfrequenz).
In diesemBild sagt die Bedingungaus,da� die Phononenenergiegr•o�er sein
mu� als die Aufprallenergie eines Laserphotons,damit die Lamb-Dicke -

43Nuclear MagnetoresistanceSpectroscopy
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N•aherunggilt. Da sich die AufprallenergieeinesLaserphotonszu

ER =
~2k2

2�
ER

~
� 1: : : 10kHz

ergibt (� ist die reduzierteMassedesIons) und � � 102 kHz, ist diesesLimit
sicher gegeben.
Der Lamb-Dicke -Parameter � ergibt sich zu

� =
2�

� Laser
� a|{z}

Fallengr •o�e

� 1

Wie k•uhlt man so tief?
Eine Art der fortgeschrittenen K•uhlung ist das sog.

"
sideband-cooling\ , bei

dem mit zwei verschiedenenelektronischen Zust•anden gearbeitet wird. Der
Laser ist relativ zum •Ubergang leicht ins Rote verschoben, und wenn ein
Atom in Richtung Laserstrahl 
iegt, bewirkt die Dopplerverschiebung, da�
das Licht nun genau auf der Resonanzdes Atoms liegt. Das Photon wird
absorbiert, und dasAtom hat einenImpuls entgegender Bewegungsrichtung
erfahren. Kurze Zeit sp•ater wird ein Photon emittiert, das Atom kehrt in
seinenGrundzustandzur•uck. Im Mittel wird diesespontane Emisssionin al-
le Richtungen statt�nden, und daher erh•alt dasAtom hier im Mittel keinen
R•ucksto�. Das Atom ist dann wiederaufnahmef•ahig f•ur ein weiteresPhoton
ausdieserLaserrichtung. DieserProze� wiederholt sich, bis dasAtom nahezu
zum Stillstand kommt. Da der Laserauf einer Seiteder Resonanzlinieliegt,
spricht man auch von

"
Seitenband-K•uhlung\ .

Zur mathematischen Behandlung der Falle soll nur der 1D-Fall betrach-
tet werden, da sich die anderenDimensionenseparierenlassen.Das Atom
be�ndet sich im Knoten des stehendenLaserfeldes(auf der anderen Sei-
te steht auch ein Laser, und beide Wellen bilden zusammendie stehen-
de Welle). Wir benutzen den semiklassischen Formalismus (E-Feld nicht
quantisiert), mit den atomarenZust•andenjgi ; jf i und der Rabi -Frequenz

 = d|{z}

Dip oloperator

E|{z}
Feldst•arke

. Die Wechselwirkungsfunktion lautet (in Rotating-

Wave Approximation, die Grundzustandsenergiesei0, daherkein jgi -Term):

H = �
~2

2m
@2

@x2
+ �

� 2x2

2| {z }
B ewegung

+ ~! 0jf ihf j

+


2

sin(kx)
| {z }

stehendeW elle

�
jf ihgje� i! 2t + jgihf jei! 2t

�
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Es soll nun auch die Bewegung des Atoms quantisiert werden () Phono-
nen). Anstatt die AuslenkungdesAtoms festzulegen(

"
x2\ ), wird ein

"
Pho-

nonenz•ahloperator\ aya eingef•uhrt:

kx � � (ay + a) sin(kx) � kx; x2 � aya

Termeh•ohererOrdnung werdenvernachl•assigt, so da�

H � k� aya + ~! 0jf ihf j +


2

� (a + ay)
�
jf ihgje� im! t + h.c.

�

h.c. = hermitisch konjugiert. Da wir spontane Emissionvernachl•assigen(ver-
boteneDipol•uberg•ange),k•onnenwir ins Wechselwirkungsbild•ubergehenund
allein die Wechselwirkung betrachten:

HW W =
� 

2

(ayei� t + ae� i� t )
�
jf ihgje� i� t + jgihf jei� t

�

wobei die Verstimmung (detuning) � = ! L � ! 0 verstellbar und � � � ist.
Das gesamte Atom l•a�t sich nun z.B. durch den Zustand jg; 2i beschrei-
ben: Grundzustand, leichte Schwingung. Der Vorgangder Laserk•uhlung l•a�t
sich nun als kaskadenf•ormigesSchemaveranschaulichen. Das Atom f•allt von
hohen Phononenzust•anden immer tiefer, bis es den Grundzustand erreicht
(Nullpunktsschwingung). DieseProzedur ist schon zweidimensionalexperi-
mentell verwirklicht worden, man siehedazu Arbeiten von Wineland am
NIST oder Toschek & Bla tt . Das Abk•uhlen bis in den Grundzustand
kann auch f•ur Pr•azisionspektroskopie und ZeitstandardsAnwendung�nden.
Nachdem dasAtom soherunter gek•uhlt wurde, werdendie Qubits durch die
innerenZust•andedesAtoms repr•asentiert. Betrachten wir den Fall mit zwei
Ionen.

12.2 2 Ionen in der Falle

Die Falle kann nun in einer Dimension(x-Richtung) ausgedehnt werden.Ion
f•ur Ion wird in immer gleichem Abstand hinzugef•ugt, bis die gew•unschte
Fallengr•o�e mit N Ionen erreicht ist. Die Falle ist nun asymmetrisch, esgilt
~� y ; ~� z � ~� x � Ek . Wir betrachten hier nur den Fall 2 Ionen, N Ionen
bringen konzeptionellnichts neues.
Zur Herleitung verwendenwir klassiche Gr•o�en, d.h. die Schwingungsmoden
der Atome in der Falle werden noch nicht quantisiert. Dann ergibt sich f•ur
dasPotential

V (x1; x2) =
M � 2

2
x2

1 +
M � 2

2
x2

2 +
�

jx1 � x2j

Ekin =
p1

2M
+

p2

2M
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mit einer Transformation ins Schwerpunktssystem(CM-Trafo):

xCM =
x1 + x2

2
; xr el = x1 � x2; pCM =

p1 + p2

2
; pr el = p1 � p2

H =
1

2�
p2

CM +
�� 2x2

CM

2
+

� R � 2x2
R

2
+

�
jxR j
| {z }

Coulomb

+
p2

R

2� R

Mit der Bezeichnung �xR = xr ;GG f•ur den Ionenabstandam Gleichgewichts-
punkt gilt:

� r � 2 �xR �
�
�x2

R
= 0; xR = x + �xR

� R � 2

2
(x + �xR )2 +

�
�xR + x| {z }
� const.

+
� R � 2

2
x2 +

�
�x3

R|{z}
� R � 2

x2 +
� R3� 2

2
x2 ) � 1 =

p
3�

Mit � 1: Frequenz1. CM-Mode. F•ur N Ionen existieren(aufgrund der Kopp-
lung) N Moden des Schwerpunktes. Eine bemerkenswerte Eigenschaft der
Ionenfalle ist, da� die Frequenzabst•andeunabh•angig von der Anzahl der Io-
nen sind.
Experimente verwendenz.B. Be+ -Ionen auf dem (verbotenemDipol-) •Uber-
gangS1

2
! D 1

2
, der eineHalbwertszeit von 
 � 1 � 45sbesitzt. Da �xR � 10� m

> � , sind die einzelnenIonen bequemdurch einenLaseradressierbar.Dabei
gilt dasLamb-Dicke -Limit.
Die gemeinsamenPhononenmoden sorgenf•ur eineVerschr•ankung der Ionen
(jedesIon hatte ja einezus•atzliche Quantenzahl, die die BesetzungdesMo-
desangab). Dies erlaubt Datentransfer untereinander.
DaseinzelneIon be�ndet sich in einemKnoten der stehendenEM-Welle und
stellt nun mit seinenbeiden Zust•anden ein Qubit dar. Meist wird noch ein
dritter Zustand (auxilliary) genutzt. Dieserkann z.B. ein (energetisch entar-
teter) Zustand je0i sein (mit mj verschieden von je1i ). Dadurch lassensich
die Zust•andedurch verschiedenePolarisationen(links, rechts-) ansprechen.

|e_0> |e_1>

|g>

(auxilliary)

E
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Betrachte nun den Fall N Ionen:
Die Wechselwirkungs-Hamil ton funktion ist

HW W =
�

p
N



2

0

@jeqihgja e� i�
|{z}

Laserphase

+ jgiheqjayei�

1

A

mit dem Lamb-Dicke -Parameter � =
q �

k2 cos2(� )
2M � x

.
� gibt den Winkel zwischen Einstrahlrichtung des Lasersund x-Richtung,
� die Phasendi�erenz zwischen den Lasern an. Der Faktor

p
N erscheint,

weil die e�ektiv e MassedesSchwerpunktesN M betr•agt, die Amplitude der
Schwerpunktsschwingung jedoch mit 1p

N M
skaliert. Der Index q in jeqi be-

zeichnet die magnetische Quantenzahl. Er wird auch f•ur die Polarisation des
Lasersverwendet, die den entsprechendenZustand bev•olkert. So ergibt sich
dann die KurzschreibweisePolarisation = 1. Wird ein k� -Puls auf das nte
Ion angewendet, soerfordert diesdie Zeit t = k�

p
N


 � , soda� der Operator wie
folgt aussieht (a;ay: Phonon-Erzeuger/Vernichter):

Ûk;q
n (� ) = exp(� iH t) = exp

�
� ik �

2

�
jeqihgjae� i� + jgiheqjayei�

�
�

Die Wirkung auf die Zust•andejgij 0i , jgij 1i , jeqij 0i :

jgij 0i � ! jgij 0i ; (da H jgij 0i = 0 ) Ûjgij 0i =
�

jgij 0i )

jgij 1i � ! cos(
k�
2

)jgij 1i � iei� sin(
k�
2

)jeqij 0i

jeqij 0i � ! cos(
k�
2

)jeqij 0i � ie� i� sin(
k�
2

)jgij 1i

Dies erlaubt die Realisierungvon 2-bit Gattern mittels folgenderProzedur:

1. Ein � -Puls mit Polarisation q = 0 und � = 0 regt dasmte Ion an. Der
Zeitentwicklungsoperator ist Û1;0

m (0).

2. Der Laser auf Ion n wird f•ur die Dauer eines2� -Pulsesangeschaltet.
Polarisation ist 1 und Phaseist � = 0. Der Operator Û2;1

n (0) •andert
das Vorzeichen von jgij 0i durch eine Rotation •uber jeqij 0i , ohne die
anderenZust•andezu beein
ussen.

3. wie Schritt 1.
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Die gesamte unit •are Operation Ûm;n = Û1;0
m (0)Û2;1

n (0)Û1;0
m (0) wirkt wie folgt:

jgi m jgi n j0i
Û1;0

m� ! jgi m jgi n j0i
Û2;1

n� ! jgi m jgi n j0i
Û1;0

m� ! jgi m jgi n j0i

jgi m je0i n j0i � ! jgi m je0i n j0i � ! jgi m je0i n j0i � ! jgi m je0i n j0i

je0i m jgi n j0i � ! � i jgi m jgi n j1i � ! i jgi m jgi n j1i � ! je0i m jgi n j0i

je0i m je0i n j0i � ! � i jgi m je0i n j1i � ! � i jgi m je0i n j1i � ! �j e0i m je0i n j0i

Der Zustand •andert sein Vorzeichen, falls beide Teilzust•ande sich im ange-
regten Zustand be�nden. Dies ist •aquivalent zum C-NOT-Gatter. Betrachte
dazu die Zust•ande

j�i =
1

p
2

(jgi � je0i )

Auf diesewirkt der Operator wie folgt:

jgi m j�i n � ! jgi m j�i n

je0i m j�i n � ! je0i m j�i n

Mit einer entsprechenden(ein-bit) Drehung auf das n-te Ion ergibt sich ein
C-NOT. Das Problem hierbei ist, da� sich eineunerw•unschte •Anderung der
Phononenzahleinstellt. Um lokale Rotationen ohne Phononenzahl•anderung
zu bewirken, mu� � = 0 (keine Verstimmung) und q = 0 erf•ullt sein. Der
Laser wird so eingestellt, da� sich das Ion in einem Wellenbauch be�ndet
(?). Die Hamil ton -Funktion lautet nun:

Ĥn =


2

�
je0ihgje� i� + jgihe0jei�

�

) V̂ k
n (� ) = exp(� i~Ĥn t) = exp

�
� i

k�
2

�
je0ihgje� i� + jgihe0jei�

�
�

Damit gilt:

jgi n � ! cos(
k�
2

)jgi n � i sin(
k�
2

)ei� je0i n

je0i n � ! cos(
k�
2

)je0i n � i sin(
k�
2

)e� i� jgi n

F•ur den Fall k = 1
2 ergibt sich:

V̂
1
2

n (� = �
�
2

)jgi n = j+ i nV̂
1
2

n (� = �
�
2

)jei n = j�i n

) Ĉm;n = V̂
1
2

n (� = �
�
2

)Ûm;n V̂
1
2

n (� = �
�
2

)
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Das durch Ĉm;n repr•asentierte C-NOT ist wichtig, da mit dem C-NOT und
V k

n (� ) prinzipiell ein beliebigesGatter gebasteltwerdenkann. Experimentell
ist die Gruppe um D. Wineland z.Zt. sehr

"
erfolgreich\ , siehaben 3 Ionen

bis in den Grundzustandgek•uhlt und bereits2-bit Gatter realisiert. J. Kim-
ble ist mit einer Gruppe am Caltech dabei, das Verfahren in Cavit y-QED
umzusetzen(Resonatorenextrem hoher G•ute, soda� nur noch einzelneMo-
dendarin auftreten). Daserlaubt auch Rydber g-Atom-•ahnlicheZust•andezu
erzeugen.Aufgrund der hohenLebensdauerndieserSysteme(keinespontane
Emission) sollte das auch in Cavit y-QED arbeiten. Auf weitere Ergebnisse
darf man gespannt sein.
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13 Quan tenco dier-Theorem

Dieser Abschnitt befa�t sich mit der M•oglichkeit, Information m•oglichst
platzsparendzu codierenund sollte daherexakter Quanteninformationskom-
pressionhei�en.
Die klassische Codier-Theorie wurde von Shannon begr•undet und h•angt
engmit denBegri� der Entropie zusammen.Zuerst sollendie Grundz•ugeder
klassischen Theorie dargelegt und danach das Quantenanalogonaufgezeigt
werden.

13.1 Klassisc he Informationsk ompression

Betrachte eineged•achtnisloseQuelle,die Worte (=̂ Symbole) ausdemAlpha-
bet wi , i = 1; : : : ; N mit der Wahrscheinlichkeit pi generiert. Die Entropie
betr•agt dann

S = �
X

pi log(pi );

wobei wie •ublich log := log2. Ferner bezeichnen wir im folgendeneine Se-
quenz von W•ortern synonym mit Nachricht und Block. Symbole hingegen
sind synonym mit Signal und Wort.

Theorem 11 Nachrichtenk•onnenmit einer beliebigenGenauigkeitmit ma-
ximal logSn bits pro Wort codiert werden, wenn n nur hinreichendgro� ist,
mathematisch:F•ur " > 0; � > 0 und n hinreichendgro�, existiert eine Unter-
mengeTYP(n) � SEQ(n) = Sequenzen(n) der Gr•o�e � 2n(S+ � ) < 2n log N ,
mit einer Gesamtwahrscheinlichkeit� 1 � " , also beliebignahean 1.

Die M•achtigkeit der MengeSEQ(n) ist jSEQ(n)j = N n = 2n log(N )

Beweis desTheorems:
Vorbemerkung:
Wir erinnern an die �Ceby �cev -Ungleichung:

P(jX � E(X )j > a) �
� X

a2
; mit Varianz � X = E(X 2 � E(X )2)

Sei � = f w1; : : : ; wN g die Menge der Quellensymbole, (die bei der Codie-
rung in W•ortern dargestellt werden), und �xn = f x1; : : : ; xng die Mengealler
Nachrichten bis einschlie�lic h der L•angen. Im folgendenwird statt von Nach-
richten oder Sequenzennur noch von Bl•ocken gesprochen. Weiter sei f i ( �xn )
die H•au�gkeit desSymbols wi in �xn .
Wenn nun �xn ein typischer Block ist, d.h. �xn 2 TYP( n), gilt (per def.)

�
�
�
�
�
f i ( �xn ) � npi

(npi qi )
1
2

�
�
�
�
�

� W mit W bel.; 1 < i < N; qi = 1 � pi
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Nennenwir au�erdem die Mengeder Bl•ocke, f•ur die obige Gleichung nicht
erf•ullt ist, die atypischenBl•ocke: ATYP( n). Es gilt also

TYP( n) [ ATYP (n) = SEQ(n)

Beweisbeginn:
Sei �xn 2 ATYP( n). Dann gilt f•ur die Wahrscheinlichkeit

P( �xn 2 ATYP (n)) = P(
N[

i =1

j
f i ( �xn ) � npi

p
npi qi

j > W)

P (A [ B )� P (A)+ P (B )
�

NX

i =1

P(j
f i ( �xn ) � npi

p
npi qi

j > W)

=
NX

i =1

P(jf i ( �xn ) � npi j > W
p

npi qi )

da
p

npi qi > 0. Die �Ceby �cev -Ungleichung liefert:

�
NX

i =1

� 2
f i

(W
p

npi qi )2

Betrachten wir nun die Zufallsgr•o�e X = f i ( �xn ) genauer:Siegibt an, wie oft
dasSymbol wi in �xn auftritt. Da wi an jederStelleunabh•angigvon denande-
ren Stellenim Block auftritt, ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung f i ( �xn ) = k
f•ur k-fachesAuftreten im Nachrichtenblock eineBinomialverteilung, also:

P(f i ( �xn ) = k) =
�

n
k

�
pk

i qn� k
i

F•ur den Erwartungswert und die Varianz einer Binomialverteilung gelten:

E(f i ( �xn )) = npi � 2
f i

= npi qi

Damit ist
NX

i =1

� 2
f i

(W
p

npi qi )2
=

NX

i =1

npi qi

W 2npi qi
=

N
W 2

=: "

Damit ist die Wahrscheinlichkeit, da� der Block untypisch ist, beliebig klein
w•ahlbar:

P( �xn 2 ATYP (n)) � "

93



Damit sind (f•ur hinreichend gro�e n) fast alle Bl•ocke typische Bl•ocke. N.B.:
Im Allgemeinenmu� daf•ur die Blockl•angen recht gro� werden.
Betrachten wir nun einen typischen Block �xn 2 TYP( n). Die H•au�gkeit (=
f i ( �xn )) desWortes wi in diesemtypischen Block weicht von dem Mittelw ert
(E(f i ( �xn )) = npi ) der H•au�gkeit von wi in allen Bl•ocken nur noch um einen
geringenBetrag ab:

npi � W
p

npi qi � f i ( �xn ) � npi + W
p

npi qi 8i

Die Wahrscheinlichkeit f•ur einen Block, bei dem alle wi mit ihrer mittleren
H•au�gkeit auftreten, ist:

P = pnp1
1 pnp2

2 pnp3
3 : : : pnpN

N

Ein typischer Block hat die Wahrscheinlichkeit

P( �xn 2 TYP (n)) = pf 1( �xn )
1 pf 2( �xn )

2 : : : pf N ( �xn )
N = 2

�

i f i ( �xn ) log(pi )

Damit ist P( �xn 2 TYP( n)) durch die Gleichung oben begrenzt:

p( �xn ) = 2� nS � A
p

n � p( �xn 2 TYP (n)) � 2� nS+ A
p

n

A :=
X

i

W
p

pi qi log(pi ); S =
X

i

pi log(pi )

(Fast) alle Bl•ocke sind typisch, und jeder hat die (gleiche) Wahrscheinlich-
keit P( �xn 2 TYP( n)) � 2� nS . Daher ist die Anzahl der typischen Bl•ocke
(=M •achtigkeit von TYP( n)) gleich

jTYP( n)j < 2n(S+ � ) < 2n log N

Ein einzelnerBlock ist damit mit Sn bits codierbar.

13.2 Klassisc hes Informationsk ompression-Protok oll

Beachte: die hier vorgestellte Kompressionsartist eine Codierung mit fes-
ter Codewortl •ange(z.B. arithmetische Codierung), im Gegensatzz.B. zum
Huffman -Code von Kapitel 2, bei dem einzelne Symbole Nachrichtenein-
heiten gebildet haben. Hier sind die Bl•ocke die Einheiten. Die Bl•ocke haben
alle festeL•ange(Huffman -Wortl •angef•ur ein Symbol war variabel). Je ge-
nauer die Bl•ocke die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Symbole der Quelle
widerspiegeln,desto besserist die Codierung: daher wird dieseCodierung
gut f•ur gro�e Blockl•angen.
Protokoll:
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1. A,B stellen eine gemeinsameListe aller typischen Sequenzen(Bl •ocke,
Nachrichten) auf. F•ur jede Sequenzben•otigen siedazu n(S + � ) bits.

2. F•ur einegegebeneSequenz�xn •uberpr•uft A, ob eseinetypische Sequenz
ist.

� falls ja: A sendetden Namenvon �xn an B

� falls nein: A sendetein festes�x �
n an B. DiesesProtokoll nennt man

- warum auch immer -
"
faithful block coding\

13.3 Quan teninformationsk ompression

DieserAbschnitt kann nur einekurzeSkizzeder vorgeschlagenenM•oglichkei-
ten sein44, daher ist das weitere Literaturstudium dringend angeraten,z.B.
[39] oder [40].
Wir betrachten nun eine quantenmechanische Quelle. Jedemder Zust•ande
entspricht nun ein Symbol. Da nicht bekannt ist, welchesSymbol die Quelle
sendet,emittiert sie in der quantenmechanischen Beschreibung Dichtematri-
zen.Die Dichtematrix f•ur ein gesendetesSignal ist z.B.:

� =
X

i

pi j i ih i j

Die Folgeder gesendetenSignalel•a�t sich damit beschreiben als:45

� 
 n := � 1 
 � � � 
 � n

Die Eigenwerte von � 
 n sind die Produkte der Eigenwerte der einzelnen� j ,
z.B. f•ur dim H = N :

� tot = � i 1 � i 2 : : : � i n f•ur i = 1; : : : ; (N � 1)

Den typischen Sequenzenentspricht nun ein Unterraum von H, n•amlich

�( n) � H 
 n

�( n) = spanfj � i 1 : : : � i n : : : ig so da� f � i 1 ; : : : ; � i n g 2 TYP (n)

Damit wird

SShannon = �
X

i

� i log(� i ) = SvN

44das Skript ist an dieserStelle noch nicht ausgereift
45(F•ur eine station•are Quelle sollte � 1 = � n , oder ? Dann w•urde auch die von-

Neumann -Entropie S(� ) = Spur(� log(� )) mit der klassischen •ubereinstimmen).
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Damit folgt f•ur die DimensiondesUnterraums:

dim(�( n)) � 2n(S(� )+ � )

Wenn wir den Projektor auf �( n) mit � bezeichnen, dann folgt (analogzum
klassischen):

Spur
�
� 
 n �

�
� 1 � "

13.4 Jozsa-Schumacher-Protok oll

Das quantenmechanische Verfahrenl•auft analogzu klassischen:

1. A h•auft eineMengevon Ausgangszust•andenan (dies entspricht der zu
komprimierendenSequenzim klassischen Fall):

j eini = j i 1 i 
 : : : j i n i

2. A •uberpr•uft, ob die Sequenzj eini zu �( n) geh•ort oder nicht (Projek-
tion)

� falls ja:
A sendetn(S(� ) + � ) Qubits an B 46

� falls nicht:
A schickt B irgendeinenZustand 2 �( n)

Mit der Wahrscheinlichkeit

P = h einj� j eini

erh•alt A ..(?). Der Zustand nach der Messungist

� aus = P
� j einih einj
h einj� j eini

+ (1 � P)j ~ ih ~ j

Wie •ahnlich ist h einj� ausj eini zum Zustand von B?
Wenn wir •uber alle Zust•andemitteln, erhalten wir:

�h einj� ausj eini � �(h einj� ausj eini )2 � ( �h einj� ausj eini )2

= (Spur
�
� 
 n �

�
)2 � (1 � " )2

Kapitel zuende?

46Begr•undung?
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14 Quan tenklonen und Zustandsabsc h•atzung

14.1 Quan tenklonen

Die GrundlagedesQuantenklonensist das in [41] vorgestellte

Theorem 12 No-Cloning
Ein unbekannterQuantenzustandj i kann nicht perfekt geklontwerden, d.h.
@unit•are Operation U, f•ur die gilt

Uj ij i i = j ij  i

Hierbei ist ji i ein bekannter Anfangszustand(Initialzustand).

Beweis:
Angenommen,esexistiereeineunit •are Operation U die klonte, d.h.

Uj0ij i i = j0ij 0i und Uj1ij i i = j1ij 1i

Wird U nun auf den allgemeinenZustand j i = � j0i + � j1i angewendet,
ergibt sich

Uj ij i i = � j0ij 0i + � j1ij 1i 6= j ij  i

Eine solche Operation w•urde zudem die Unitarit •at verletzen, d.h. das Ska-
larprodukt zweier Vektoren w•are nicht erhalten. Wird die Behauptung (s.
obigesTheorem)mit z.B. der Gleichung f•ur h1jhi jUy multipliziert, ergibt sich

h1jhi jUyUj ij i i = � 1 = �

6= h1j ih1j i = � 2

Dies ist ein wichtiges Ergebnis, da klassisch kopieren m•oglich ist. Auf der
einenSeiteist die Unm•oglichkeit, Quantenzust•andezu kopieren,sehrvorteil-
haft, z.B. bei der Quantenkryptographie (s.Abschnitt 6), andererseitsbasiert
Fehlerkorrektur oft auf Redundanz;solche Verfahrenerzwingenim Quanten-
fall kompliziertere Schemata (s.Abschnitt 10).
Daher ist nur approximatives Quantenklonen m•oglich. Das erste Beispiel
aus [42] beschreibt einenisotropen 1! 2-Kloner:

Uj0ij i ij ai =

r
2
3

j00ij 0i a +

r
1
6

(j01i + j10i )j1i a

Uj1ij i ij ai =

r
2
3

j11ij 1i a +

r
1
6

(j01i + j10i )j0i a
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Hierbei ist jai ein weiterer, beliebiger Freiheitsgrad des Systems47. Um zu
beschreiben, wie gut der Kloner einenbeliebigenZustand j i = � j0i + � j1i
kopiert, wird wieder die Fidelity

F = h j� out j i = Spur
�
� in � out

�
mit � out = Spur

�
� total

�
2;a

betrachtet. Ausgeschrieben lauten die Dichtematrizen

� in = j ih j =
�

j� j2 � � �

� � � j� j2

�

� out = 2;ah00j� total j00i 2;a + 2;ah01j� total j01i 2;a

+ 2;ah10j� total j10i 2;a + 2;ah11j� total j11i 2;a

=
�

5
6 j� j2 + 1

6 j� j2 2
3 � � �

2
3 � � � 5

6 j� j2 + 1
6 j� j2

�

betrachtet. Die Fidelity betr•agt hier

F = j� j2
�

5
6

j� j2 +
1
6

j� j2
�

+
4
3

j� j2j� j2 + j� j2
�

5
6

j� j2 +
1
6

j� j2
�

=
5
6

= const

Hier wird o�ensichtlich, da� die Qualit •at der Klonung unabh•angig von j i
ist.
Eine andereBeschreibung sind die in Abschnitt 3.3 eingef•uhrten Bloch vek-
toren. Hierbei werdendie spurlosenPauli matrizen, die z.B.

� k � l = i� klm � m und Spur(� i � j ) = 2� ij

erf•ullen, als Basisverwendet. Damit ist

� = S0
�

+ Si � i

Da Spur(� ) = 1 und Spur(
�

) = 2 ist, mu� alsoS0 = 1
2 betragen.Damit ist

� =
1
2

�
�

+ ~S � ~�
�

Der Vektor ~S wird Bloch vektor genannt. SeineL•angeergibt sich aus der
Bedingung,da� f•ur reineZust•andeSpur(� ) = Spur(� 2) = 1 seinmu�. Durch
einsetzenund ausquadrierenergibt sich sofort, da� der Bloch vektor die
L•ange (Norm) 1 besitzt, d.h. reine Zust•ande liegen auf der Ober
 •ache der
Bloch kugel.

47Der Zustand/die Quantenzahl wird mit
"
a\ bezeichnet, da in der Literatur dieser

Hilfszustand oft als Ancilla bezeichnet wird
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Um den Bloch vektor aus einer gegebenenDichtematrix zu bestimmen, ist
essinnvoll, die De�nition auszunutzen:

� =
1
2

�
�

+ ~S � ~�
�

=
1
2

�
1 + Sz Sx � iSy

Sx + iSy 1 � Sz

�

DieseGleichungenlassensich nach den Komponenten von ~S au
 •osen:

Sx = 2< (� 01) Sy = � 2= (� 01) Sz = � 00 � � 11

In unseremBeispiel ist

Sin
x = 2< (� � � ) Sout

x =
2
3

� 2< (� � � )

Sin
y = � 2= (� � � ) Sout

x = �
2
3

� 2= (� � � )

Sin
z = j� j2 � j� j2 Sout

z =
2
3

�
j� j2 � j� j2

�

d.h. ~Sout = 2
3
~Sin oder anders formuliert, die Bloch kugel ist geschrumpft.

Dies bedeutet nichts anderes,als da� aus dem reinen Ursprungszustandein
gemischter, verschr•ankter Zustand einesTeilsystemsgeworden ist; der Ge-
samtzustand ist damit verschr•ankt.
Nach dieserVorbetrachtung stellt sich die Fragenach dem

"
besten\ univer-

sellenQuantenkloner. Universellbedeutethier, da� jeder Zustand gleich gut
geklont wird. Als ersteshaben dies [43] f•ur den 1! 2-Kloner untersucht. Die
Bedingungenan diesenKloner bedeutenformal

� 1 = � 2 Ausgangszust•ande identisch

8j i F = const , ~S1 = � ~S Universalit•at

Beweis f•ur die •Aquivalenzder letzten Zeile:
(

F =
1
4

Spur
� �

�

+ ~S � ~�
� �

�

+ � ~S � ~�
��

=
1
4

�
2 + 2� j ~S j2

�
=

1
2

(1 + � )

)
Da die Fidelity unabh•angig vom Zustand sein soll, kann es sich nicht um
eine reine Drehung auf der Bloch kugel handeln, da dort zwei Fixpunkte
existieren48. DieseTatsache ist auch unter Begri�en wie

"
haarigerBall\ und

48Jede Transformation der Bloch kugel l•a�t sich in eine Drehung und eine Streckung
(Schrumpfung) zerlegen

99



"
Igel k•onnen nicht gek•ammt werden\ bekannt. Somit mu� der Vektor ge-

schrumpft sein. Da kein Punkt auf der Kugel ausgezeichnet sein soll, mu�
diese

"
Schrumpfung\ unabh•angig vom Zustand sein.2

Um denoptimalen Klonoperator zu �nden, wird eineallgemeineunit •areOpe-
ration angesetzt:

Uj0ij i ij ai = aj00ij Ai + b1j01ij B1i + b2j10ij B2i + cj11ij Ci

Uj1ij i ij ai = ~aj11ij ~Ai + ~b1j10ij ~B1i + b2j01ij ~B2i + ~cj00ij ~Ci

Jetzt werden eine Reihe von Zwangsbedingungenausgen•utzt, um die Para-
meter zu bestimmen:

Unit •arit •at d.h. Erhalt desSkalarprodukts, z.B. jaj2 + jb1j2 + jb2j2 + jcj2 = 1

Symmetrie der reduziertenDichtematrizen, liefert z.B. jb1j = jb2j

Isotropie liefert Bedingungsgleichungen f•ur � , die unter den Nebenbedin-
gungenzu maximieren sind (mittels La grange -Multiplik atoren)

Die Rechnung liefert schlie�lic h, da� c = ~c = 0 ist. Fernerzeigt die Rechnung,
da� der zus•atzliche Freiheitsgrad n•otig ist, aber ein qubit daf•ur ausreicht.
Die maximaleFidelity liegt bei 5

6 , diesentspricht � max = 2
3. Das Beispielwar

bereitsein optimaler Kloner. M•oglich sind noch Rotationen im Ancilla-Raum
und Phasen.
Die M•oglichkeit der Verallgemeinerungauf N (identische) Eing•angeund M
Ausg•ange(M > N ) wurdevon [44]untersucht. Der optimale Operator wurde

"
geraten\ und numerisch bis N = 7 explizit auf seineExtremaleigenschaft

hin untersucht.

UN ;M jN �  ij � i =
M � 1X

j =0

� j Sfj (M � j ) ; j  ? ig 
 jA j ( )i

Hierbei sind

Sfj 2 � 0; 1 � 1ig =
1

p
3

(j100i + j010i + j001i )

jA j ( )i = Sfj (M � 1 � j ) � ; j ( � )? ig

� j =

r
N + 1
M + 1

s
(N � M )!(M � j )!
(M � N � j )!M !

Damit erhalten die Autoren den Skalierfaktor

� N ;M =
N

N + 2
�

M + 2
M
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Wird mehrfach hintereinanderkopiert, entspricht diesder Multiplik ation der
Skalierfaktoren. Nat•urlich wird bei jeder Kopie ein verschr•ankter Zustand
erzeugt,dieserist aber symmetrisch und linear in seinenBasiselementen

� sym =
X


 i j i ih i j 
 M

und daher ist dieseBetrachtung m•oglich (dies ist keine triviale Aussage).
Damit ist

� N ;M � � M ;L =
N

N + 2
�

M + 2
M

M
M + 2

�
L + 2

L
= � N ;L

Zwei Randbemerkungensind hier noch angebracht:

1. Die gesamte Betrachtung untersuchte ausschlie�lic h reine Eingangs-
zust•ande. Quantenklonen von gemischten Zust•anden ist Thema aktu-
eller Forschung.

2. Ist (entgegen den Voraussetzungen)M < N und sind die Eingangs-
zust•andegemischt, dann betrachten wir die Puri�k ation und

"
Dehnen\

den Bloch vektor aus,d.h. mit � > 0 liegt der neueZustand n•aher an
einemreinen als der urspr•ungliche.

14.2 Zustandsabsc h•atzung

Ein Satz von M identischen reinen Zust•anden wird gemessen.Gesucht ist
hierbei ein Satz von Operatoren P� derart, da� der Zustand j � i , der mit
der Wahrscheinlichkeit

p� ( ) = Spur
�
P� j ih j 
 M

�

auftritt, eine im Durchschnitt maximale Fidelity

�Fmess =
X

�

p� jh j � ij 2 =: h j �� j i mit

�� =
X

�

p� j � ih � j =
1
2

�
�

+ � mess
~Sin~�

�

besitzt. Auch hier wird wieder Universalit•at verlangt.
Die besteVorschrift ([45]) liefert

�F max
mess(M ) =

M + 1
M + 2

; �� max
mess(M ) =

M
M + 2

;

d.h. eine kollektive Messungist besserals eine einzelneMessung.Da die
OperatorenP� bekannt sind ist �� konstruierbar.
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Zusammenhang mit Klonen

1. � mess � � opt
clone(M ; L) da ansonten das Klonen durch Zustandsmessung

und Neuerzeugunge�ektiv er w•arealsdasdirekte Klonen (Widerspruch).

2. Werdenzuerst M identische Quantenzust•andeauf L Zust•andegeklont
und diesedanach gemessen,multiplizieren sich dieSkalierfaktoreneben-
falls.

Da die optimale Messungnicht verbessertwerdenkann, mu� gelten

� clone(M ; L) � � mess(L) � � opt
mess(M ) bzw.

� clone(M ; 1 ) � 1 � � opt
mess(M ) f•ur L ! 1

Da die Ungleichung f•ur L ! 1 in beidenRichtungen gilt, ergibt sich damit

� opt
clone(M ; 1 ) = � opt

mess(M )
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A Das direkte Pro dukt

Erg•anzendzu Kapitel 4.2 soll hier kurz dasdirekte Produkt zweier Vektoren
ausdemH 2 angegebenwerden.Hierbei wird der allgemeinsteFall betrachtet:

j0i =
�

a
b

�
j1i =

�
c
d

�

mit a;b;c;d 2 � und h0j1i 6= 1, d.h. die Vektoren schlie�en einen von Null
verschiedenWinkel ein. Wie in der Quantenmechanik •ublich, sollendie Vek-
toren zudemauf 1 normiert sein.Damit ist

j0i 
 j1i =
�

a
b

�



�
c
d

�

=

0

B
B
@

ac
ad
bc
bd

1

C
C
A =: j i :

Wird dieserZustand als Dichtematrix geschrieben, ergibt sich

j ih j =

0

B
B
@

ac
ad
bc
bd

1

C
C
A ((ac) � (ad) � (bc)� (bd) � )

=

0

B
B
@

jaj2jcj2 jaj2cd� ab� jcj2 ab� cd�

jaj2c� d jaj2jdj2 ab� c� d ab� jdj2

a� bjcj2 a� bcd� jbj2jcj2 jbj2cd�

a� bc� d a� bjdj2 jbj2c� d jbj2jdj2

1

C
C
A =: �

Bei der Spurbildung z.B. •uber den Unterraum B werden jetzt f•ur das Ele-
ment � ij

A alle Elemente, die in � A an der Position (i; j ) stehenund die Diago-
nalelemente aus dem Unterraum B enthalten (d.h. entweder jcj2 oder jdj2),
aufsummiert. Damit ist

� A = Spur(� )B = (jcj2 + jdj2)
�

jaj2 ab�

a� b jbj2

�

� B = Spur(� )A = (jaj2 + jbj2)
�

jcj2 cd�

c� d jdj2

�

Entsprechend wird bei h•oherdimensionalenzusammengesetztenSystemen
verfahren; jedoch ist hierbei eine Indexschreibweise sinnvoller als die

"
Be-

rechnung\ der 2n � 2n-Matrix.
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B RSA-Co dierung

Die RSA-Kodierung49 ist die wahrscheinlich popul•arstePublic-Key-Verschl•us-
selungsmethode,neben Banken wird sie auch vielfach im privaten Mailver-
kehr als PGP/GPG eingesetzt.Details dazu in Kapitel 6.4. Ein weiteres
Verfahren,auf dashier nicht eingegangenwerdensoll, ist das

"
Rucksackver-

fahren\ von Merkle und Hellman 50, dasebenfalls1978vorgestellt wurde.

B.1 Prinzip

Im folgenden soll kurz das allgemeinePrinzip von Public-Key-Systemen,
dann konkret das Vorgehenbei der RSA-Verschl•usselungerl•autert werden.
Ein Beispiel folgt in B.2 w•ahrend dann in B.3 auf die mathematischen Hin-
tergr•unde von RSA eingegangenwird.
Bei den folgendenBetrachtungen habe ich mich an Kapitel 11 aus [1] so-
wie den lesenswerten Artik el [46] orientiert. Dort werdenauch weitere Quel-
len zitiert. Das Beispiel habe ich selbstdurchgerechnet (mit •ubernommenen
Schl•usseln).

Allgemeines Prinzip

JederTeilnehmerA i am Systemverf•ugt •uber ein Schl•usselpaar(ki ; l i ). Dane-
ben ist allen Teilnehmernder Codier-Algorithmus C sowie der Decodieralgo-
rithmusD bekannt. DieseAlgorithmen erf•ullen f•ur jedesSchl•usselpaar(ki ; l i )
und jede Nachricht m die Bedingung

m = D(C(m; ki ); l i )

Der Schl•ussel ki wird nun allen anderen Teilnehmern bekanntgegeben (er
wird daher •o�entlicher Schl•usselgenannt), w•ahrend der Schl•ussell i geheim
bleibt.
Will Bj nun eineverschl•usselteNachricht an A i senden,l•auft folgendesab:

1. Bj ermittelt den •o�entlichen Schl•usselki von A i .

2. Bj berechnet dasKryptogramm c = C(m; ki ).

3. Das Kryptogramm c wird •uber •o�entliche Kan•ale an A i •ubertragen.

49Rivest, Shamir und Adelman realisierten 1978 die Public Key Verschl•usselung
mithilfe desnach Ihnen benannten RSA-Algorithm us, nachdem die prinzipielle Idee 1976
von Diffie und Hellman vorgestellt worden war.

50Mathematiker reden hier vom
"
Super-increasingSubset-Sum\ -Problem
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4. A i gewinnt mittels m = D(c;l i ) die Nachricht zur•uck.

Damit ein solches Verfahren sicher und in gro�em Ma�stab praktisch ist,
m•ussenfolgendeVoraussetzungenerf•ullt werden:

1. Es mu� leicht sein,zuf•allige Paare(ki ; l i ) zu generieren.

2. Das Kryptogramm c = C(m; ki ) mu� leicht berechenbar sein.

3. Ohne l i mu� dasdecodieren von c sehraufwendig sein.

4. Mit l i mu� m = D(c;l i ) leicht berechenbar sein51.

Konkret: RSA

A generiert zwei gro�e Primzahlen p und q. Im folgendenist

n = p � q:

Als n•achstesberechnet A

z = (p � 1) � (q � 1)

und w•ahlt zwei nat•urliche Zahlen e und d, die der Bedingung

d � e = 1 mod z

gen•ugen, aus. Wenn d (bzw. e) relativ Prim52 zu z ist, d.h. d und z haben
keinegemeinsamenPrimfaktoren, dann liegt e fest.
Die Zahlen p und q werden im folgendennicht mehr ben•otigt und von A
sicherheitshalber vernichtet. A hat jetzt zwei Schl•ussel:

•o�en tlic her Schl •ussel (e;n): DieserSchl•usselwird m•oglichst weit verbrei-
tet, insbesondereerh•alt B eineKopie hiervon53.

priv ater Schl •ussel d: A sichert denSchl•ussel,da er unbedingt geheim,d.h.
nur ihm bekannt seindarf.

51Daher werden solche Verfahren gelegentlich auch als Hintert •ur-Verfahren (engl. Trap-
door) bezeichnet

52wird auch als Coprim bezeichnet
53Dieser Schritt ist nicht unproblematisch, da die •Ubergabe sicher erfolgen mu�. Bei

PGP ist dies •uber ein
"
Web of Trust\ realisiert, d.h. ich vertraue jemandem der jeman-

dem vertraut, der usw. Eine Alternativ e sind Keyserver, d.h. Institutionen, die auf siche-
rem Wege(z.B. durch pers•onlichen Kontakt) Schl•usselsammeln und sie anderen nur im
Lesezugri� zug•anglich machen.
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Damit sind die Vorbereitungenvon A abgeschlossen.
M•ochte B einecodierte Nachricht an A senden,dann bildet B die Nachricht
auf eine Zi�ernfolge ab, zerlegt dieseFolge in Bl•ocke der Gr•o�e k (ggf. f•ullt
er den letzten Block mit Nullen auf) und berechnet f•ur jedenBlock (hier mit
x bezeichnet):

C(x) = xe mod n

Die so codierte Nachricht sendetB an A. Um die Nachricht zu decodieren,
berechnet A f•ur jedenZi�ern block y = C(x)

D(y) = yd mod n mit D(y) � x

Ein potentieller Lauscher (E) m•u�te zuerstn faktorisieren,um d zu ermitteln.

B.2 Beispiel

Erzeugung des Schl •ussels

A w•ahlt p = 47 und q = 71 und damit n = 3337und z = 3220.Als n•achstes
w•ahlt A d = 1019aus und pr•uft, ob d und z teilerfremd (coprim) sind. Da
diesder Fall ist, berechnet A die eindeutige(!) Zahl c, die c � d = 1 mod z,
d.h. c � 1019= 1 mod 3220,erf•ullt. Dies wird von c = 79 geleistet.Damit
ist

� der •o�entliche Schl•ussel(c;n) = (79; 3337),

� der private Schl•usseld = 1019.

Erzeugung und •Ub ertragung der Nachric ht

B m•ochte nun A die Nachricht
STRENG GEHEIM?

•ubermitteln. Dazu codiert B dieseNachricht numerisch (unter Verwendung
der •Ubersetzungstabelle aus 6.3) und gruppiert diese dann in vierzi�ern-
Folge:

S T R E N G G E H E I M ?
19 20 18 05 14 07 27 07 05 08 05 09 13 28

Nun wendetB auf jedenBlock x die Codierfunktion C(x) = xc mod n = x79

mod 3337an:

x 1920 1805 1407 2707 508 509 1328
C(x) 3211 2675 1910 1179 416 1470 384
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Das Cryptogramm
3211267519101179041614700384

wird nun •uber einen •o�entlichen Kanal an A •ubertragen, der es wieder in
vierzi�er-Bl •ocke y zerlegt und D(y) = yd mod n = y1019 mod 3337berech-
net:

y 3211 2675 1910 1179 0416 1470 0384
C(x) 1920 1805 1407 2707 0508 0509 1328

Schlie�lic h kann A nun die Zi�ernfolge wieder in Text zur•uck•ubersetzenund
wei� daher, da� dieseNachricht strenggeheimwar.

B.3 Mathematisc he Betrac htung

Generation der gro�en Primzahlen p und q

Oft wird die Anzahl der bin•aren Stellen k von n = p � q vorgegeben, z.B.
k = 1024.Da es kein mathematisches Verfahren zum Erzeugenvon gro�en
Primzahlengibt, werdenim allgemeinenzwei gro�e Zahlenmit gew•unschtem
k gew•ahlt und mit Hilfe einesgeeignetenVerfahrensauf Primzahleigenschaft
gepr•uft. H•au�g verwendet wird das Verfahrenvon Miller-Rabin und das
Verfahren von Solo vay-Strassen . Bei beiden Verfahren wird mit einer
gewissenWahrscheinlichkeit ermittelt, ob p bzw. q eine Primzahl ist. Dies
erh•oht die Geschwindigkeit der Pr•ufroutine erheblich.

Bew eis von x = D(C(x))

Lemma 3 8 p;q p 6= q und p;q Primzahlen sowie8 x; u 2 � > 0 gilt:

xu = x mod p ^ xu = x mod q ) xu = x mod (p � q)

Beweis:

Lemma 4 x; p 2 � , x > 0, p > 1 dann gilt:

xp� 1 = 1 mod p

Beweis:

Lemma 5 F•ur jedesSchl•usselpaar (d; (e;n)) desRSA-Systemsund f•ur jede
Nachricht m gilt

m = ((me) mod n)d mod n

Beweis:
Folgt noch
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Mu� E wirklic h n Faktorisieren ?

Wenn E die Zahl n faktorisiert hat, kann siez = (p � 1) � (q � 1) und damit
d leicht ermitteln (e und n sind ja bekannt).
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C Revisionen

In dieserSektion sind die •Anderungen der einzelnenVersionendieserMit-
schrift festgehalten.DieseSektion wird im endg•ultigen Dokument entfernt.

0.01 ErsteVersion,enth•alt Kapitel 1,2und 3;Noch einigeUnklarheiten/Feh-
lerkorrekturen notwendig;Beweisvon McMillan fehlt, BeispielHuff-
mann-Codierung fehlt; Beweis der Entropie fehlt (wird aber u.U. bis
auf weiteresnicht gesetzt), Kapitel 3 ist noch nicht gegengelesen,Li-
teraturliste ist unvollst•andig und ihr Layout wird wahrscheinlich noch
•uberarbeitet. Der Satzvon � , � , 	 , � ,

�

ist wg. fehlenderFonts momen-
tan defekt (wird behoben).

0.02 Vor•ubergehenderFix der Fonts wg. � , � , � , 	 und
�

0.03 Jetzt richtiger Font f•ur � , � , � , 	 und
�

0.04 Kapitel 1, 2 und 3 Teil 1 fast fertig; einigeFormulierungenm•ussennoch
•uberarbeitet werden;ein Bild liegt mir noch nicht vor (Ende Kapitel 2).
Bitte um Feedback; insbesonderewg. der Erg•anzungengegen•uber der
Vorlesung.Literaturv erzeichnis (leider) immer noch im Aufbau. Leer-
seite am Anfang erg•anzt, damit Inhaltsverzeichnis zweiseitig werden
kann. SubsectionPlan erg•anzt. Kleine Typos behoben. Beweis Mc-
Millan erg•anzt (ok ?). Huffmann -Codierung erg•anzt inkl. Beispiel.
Hier ggf. noch •Uberarbeitung der Formulierung. Text bei Information
(Ende Kapitel 1) •uberarbeitet.

0.1 Anfang nochmals leicht •uberarbeitet (Plan ist jetzt hinten). Sorry. Am
Anfang sollte sich jetzt nicht mehr viel tun. Huffmann gegengelesen
und leicht erg•anzt. BeweisMcMillan ok ? (! Feedback ?). Kapitel 3
ist ist zu ca. 2

3 dabei. Der Rest wird (inkl. Kapitel 4) bereits gegenge-
lesen.Kleine Typos behoben. Literaturv erzeichnis bereits aktualisiert
aber noch im Aufbau. Kapitel 1 und 2 (bis auf ggf.BeweisMcMillan )
sollten jetzt in ihrer vorl•au�g endg•ultigen Fassungvorliegen.DieseSeite
leicht bearbeitete :-)

0.11 Zwischenrelease.Anf•uhrungszeichen im ganzenText ge�xt. Namens-
satz (Pauli statt Pauli) ge�xt. Teil 3 (fast) fertig (ist jetzt dabei).
Die Kapitelnummerierung k•onnte sich noch •andern. Im Satz k•onnten
sich noch Kleinigkeiten •andern. Anfang von Kapitel 4 beigef•ugt (Rest
ist fertig, folgt in K•urze). In Kapitel 3 sind noch Fragen o�en ! (!
Feedback ?)

109



0.12 Kapitel 4 jetzt komplett. Keine Vollversion,da noch immer Kleinigkei-
ten in Kapitel 3 o�en sind. Viele kleine Fixes (wieder) (in Kapitel 3).
Ich ho�e, die Nummerierung in Kapitel 3 bleibt jetzt. Feedback wie
immer sehrwillkommen.

0.2 Korrektur von Fehlernin Abschnitt 3.7,dennoch k•onnten dort noch Feh-
ler sein. Kapitel 5 und 6 eingef•ugt (wir sind somit fast wieder up to
date). Da in der heutigen(4.Dezember) Vorlesungnoch Teile f•ur Kapi-
tel 6 hinzukommen,k•onnensich die Seitenzahlendort noch •andern.Es
zeichnet sich ab, da� wir zudemmehr Seitenf•ur dasInhaltsverzeichnis
ben•otigen.

0.21 Kleine Typos behoben; kleine Korrektur in Section3.6.1.

0.22 Wieder viele kleine Typos behoben (in jedemKapitel noch welche ge-
funden). Ich ho�e, da� bis auf die bekannten Schwachstellen alles bis
vor Seite 49 jetzt ok ist. Neu hinzugekommen ist nur Section 6.7. Im
Aufbau ist z.Z. (neben den aktuellen Kapiteln) Anhang B, ich werde
dort nach und nach die PGP-Erl•auterung einf•ugen.

0.23 Jetzt bis 7.3 bzw. 8.2 Anfang der SubsectionengeTEXt. Kleine Feh-
ler behoben, auch Seite 49 sollte jetzt ok sein. Fehler entdeckt ? !
Feedback !

0.24 Kapitel 7 bis 10komplett. Satzweiter •uberarbeitet (Overfull/Underfull
boxes etc.). Interne Verbesserungen,z.B. Entfernung von nicht-LATEX
2� -Befehlen(lies: aus{\sc wird \textsc{ ). In Section7.4und 8.3noch
ggf. Fehler/Unsicherheiten. Ferner etwas unter Zeitdruck, daher k•onn-
ten die letzten Abs•atze noch Fl •uchtigkeitsfehler enthalten. Zwei wei-
tere Leerseitenam Anfang erg•anzt (Sorry, aber das Inhaltsverzeichnis
w•achst unerbittlich) und (ebenfalls Sorry) leider die Zitate etwas ver-
schoben, die Nummerierungsollte jetzt bleiben. Kleinere Erg•anzungen
auch auf dieserSeite.

0.3 (W eihnachtsausgab e) Nur Section7.4 bearbeitet.

0.4 Viele Satz•uberarbeitungen. Korrektur in Theorem 6, Section 3.7, 7.3,
8.3, 4.2 und B •uberarbeitet, Section A erg•anzt. Bitte um Feedback,
insbesonderebei den mit Fu�noten angemerktenStellen.

0.41 Section6.7, 10 erg•anzt (!) sowie 11 angefangen.

0.42 Kleinere Korrekturen (Rechtschreibung etc.) in 7, 8, 9, 10 und B; an
11 weitergeschrieben. Versionsnummer stimmt wieder :)
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0.43 Section12 erg•anzt (Reine Mitschrift).

0.44 Rest (d.h. 11, 13 und 14) gesetzt.Kleine Korrekturen in 12. Achtung:
Auch in dieser Version wurde relativ wenig erg•anzt/gerechnet, bitte
Feedback. Index erg•anzt.

0.9 Titelseite leicht •uberarbeitet, Vorwort erg•anzt. In Kapitel 4 eine Na-
menskorrektur (Greenber ger ). Rechtschreibkorrektur in 5.4. Kor-
rektur der CHSH-Ungleichung in Kapitel 5.5. In Kapitel 6 viele klei-
ne Rechtschreibkorrekturen, die Kryptographie hei�t korrekt Einmal-
schl•ussel-Kryptographie(6.3), die Namensgeber der Protokolle wurden
erg•anzt. Auch in 8.2 die CHSH-Ungleichung korrigiert und leicht die
Erkl •arung erg•anzt. Kleiner Typo sowie Satzam Endevon 9.2korrigiert.
Ein Rechtschreibfehler in Kapitel 11 gefundenund behoben. Satzkor-
rekturen in Abschnitt 13.3. Die Namen in der •Uberschrift von 13.4
korrigiert. Das Kapitel 14 hat viele kleine •Anderungenund Erg•anzun-
generfahren.Die Zitate sind alle gepr•uft und korrigiert. Der Abschnit

"
Plan\ ist entfernt worden. Eine Bitte an alle Leser: die Version 1.0

wird wohl in B•alde erscheinen, daher bitten wir um Feedback - auch
die Korrektur von so

"
kleinen\ Dingen wie Rechtschreibung und Satz-

bau verbessertdiesesDokument.

0.91 Im wesentlichen wurden die Kapitel 1 und 2 um Erl•auterungenerg•anzt
und einigeFormulierungenklarer gefa�t. Da wir hier noch Diskussions-
bedarf sehen,bitten wir um Feedback; Hinweise, Erg•anzungenusw.
werden gerneangenommen.Dar•uberhinaus viele kleine Satzverbesse-
rungen.

0.92 Viele kleine Korrekturen und Satz•uberarbeitungen.
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