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1 Einleitung

1.1 Einfehrung - warum Quanteninformationstheorie?

DieseVorlesungbehandeltquartenmedtaniste Informationstheorie.Die klas-
sishe Informationstheorie, wie sie insbesonderevon Shannon betrieben

wurde, ist heutzutage auf ,, Software-Ebené realisiert, z.B. im Rahmen lo-

gisdher Ausdreicke in heherenProgrammierspratien (if-statemerts), ebenso
auf Hardware-Ebenemit klassistier Digital-T ednik. Zustande sind 1 (high,

+5 Volt), und 0 (low, 0 Volt), und die Bauteile eines Chips sind in ihrer

Funktion eber diesebeiden Zustande de niert. Dies wird auch Binarcodie-

rung genann.

Quantenmedanisd gibt esjedoch nicht nur diesebeidenZustande,sondern
audh die Superposition. Quantenmedanik (QM) ist auch die fundamenale

Besdireibung der Zustande einesFestkerpers, d.h. der Hardware. Mit immer

fortschreitender Miniaturisierung der logisthen Bausteinewerden die quan-
tenmedanisden E ekte relevant. Andererseitsist es- unabhangig von der
Gre e der Hardware - auch reizwll, mehr mber die Meglichkeiten einer Redh-

nung mit quanenmedanisdien Gesetzereu wissen.Evertuell liegennamlich

in der Quantenmedtanik Vorteile gegember der klassisben Redinung, die

durch die besonderawVirkungsweiseder QM zustandekommen. Insbesonde-
re hat hier in den letzten Jahren das Problem der Primfaktorzerlegungeine
gro e Rolle gespielt. Die Vorlesunglegt auf den zweiten Aspekt ein gre eres
Gewidt.

1.2 Klassisc he Informationstheorie
1.2.1 Unsic herheit

Seienim folgendenp; Wahrsdeinlichkeiten (z.BPeiner Zufallsvariablen X :
P(X = a) = p«. Far Wahrsdeinlichkeiten gilt: ~ ; pp = 1. Damit wird die
Gre e H mit denfolgendenEigenstaften eingedihrt (axiomatisch, Shannon
48):

1. H(py;:::;pn) ist maximal, wennp, = p,= = p,
2. Fur jede Permutation  ist H(p (1);:::;P ) = H(Pw;::55Pn)
3. H(py:iopn) O H(py:itspn) =0, pi:]_’pj:O 8 6 i
4-H(};:::;}) H ( ! SEE 1
| Nfz_nj |_D*flp nth
n Argumente n+1 Argumente
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6. H(ps;:::; pn) ist einestetige Funktion der p;
T HG h e = HGG o) F HG )

8. Seienzwei EreignisseA; B mit denWahrsdeinlichkeiten pa = p1+ po+
+Pm,B=ht Ot + @, ausmehreren(Elemertar)ereignissen
zusammengsetzimit der Bedingungp+ g = 1. Dann soll folgen:

gehort, ist die Unsicherheitum H( p; o) gefallen,die restliche
Unsidherheit ist:

. (o On
fur B: H( qu ),

Die gewititete Summeder Restunsiterheitenund die abgezogené&n-
sicherheit sollengleich der Gesantunsicherheit sein. (Gruppierungsaxi-
om)

P
Theorem 1 H(py;:::;pn) de niert furjedesn,_ pp=10 p 1 Wenn

i=1
H die Bedingungenl1-8 (1.2.1) erfullt ,
X
H = P In(px) Shannon : Entropie
X k
H

Pk 109, (Px) . bits\
k

wobei die Konstante je nach verwendetemLogarithmus unterschiedlich ist.

Fur ein Systemmit zwei Zustanden (0; 1) wird log, berutzt. Die Konstante
ist nicht mehr notwendig, wennwir nur Zweiersystemebetrachten, da eber

die absoluteGre e von H keine Aussagegemadit wird (s. Def.!).

Beweis:

.(\ lat sich durch Nachrednen uberprefen, ,,) \, s. z.B. in der Litera-

tur [3].

Betrachten wir nun das Verbundereigniszweier Zufallsgre en X und Y mit

Werten xg;::: X bzw. yq;: 0y,

Def. 1 Verbundwahrscheinlichkeitp(xi;y;) := P(X = X;;Y = ;)



Def. 2 Joint Entropy: Entropie einesVerbundeeignisses
Fur zwei Zufallsgre en:

H(X;Y) = P(Xi; y;) log(p(Xi; Y;))

=1

Fur M Zufallsgre en:
X
H(X;::5 Xw) = P(X1;X2; 1 Xm ) logp(X1; X251 Xm)

X1,X2;X3;00XMm

Solat sich z.B. fur die funf Zufallsgre en Luftdruck, Temperatur, Windstar-
ke und -richtung und Sonnenskeindauerdie Entropie desWetters beredinen,
indem man die Verbundwahrsdeinlichkeitsdichte so auswertet.

Theorem 2 H(py;:::;pm) logy,(m) (= log,(m) wennp = +

m

Lemma 1 Wenn g, g Wahrscheinlichkeiten) Minimum von
G(q;:::;0n) = pi In(q) ist erreicht fur g = p; (bis auf Permutationen)

Theorem 3 X;Y Zufallsvariablen:H(X;Y) H(X)+ H(Y)

Das Wetter soll jetzt in Abhangigkeit der Regenmengeam Vortag untersuct
werden. Dazu wird die bedingte Entropie benetigt:

Def. 3 Bedingte Entropie:
EsseienX;Y Zufallsvariablenmit Verbundwahrscheinlichkeip(x;;y;). Falls
Y denWert y; annimmt, ist die bedingte Entropie unter AnnahmeY =y,

XK
HXJY =y;) = P(Xijy;) log, p(Xijy;)

i=1

Die gewichteteSummeuler alle y; ist die bedingte Entropie.

- XI X< . -
H(XjY) = ply;)  p(Xijy;) log, p(xijy;)
j=1 i=1
X;I xl
= P(Xi;y;) log, p(xijy;) = H(X]y;)

] i=1



; H(XjX)=0;H(X]jY) = H(X) wenn X, Y unabhangig, d.h. p(x;;y;) =

p(xi) P(Y; )-

Das Wetter halt also, falls wir die Regenmenge&¥ vom Vortag wissen,diese
Mengean Information (= Uberrastung) fur uns bereit.

Zwischen bedingter und Verbunderiropie bestelt au erdem folgender Zu-
sammenhang:

Theorem 4 H(X;Y)=H(Y)+ H(XjY); H(XjY) H(X)

Es lassensich noch viele andereBezielhungen herleiten und/o der de nieren,
dafur seiaber auf die Spezialliteratur verwiesen.

1.2.2 Information

Zur De nition von Information kann formal folgendeRegelangelen werden:
Sind E; und E, Ereignissemit den Wahrsdeinlichkeiten p; und p,, dann
ist 1 (pp2) = 1(p1) + 1(p2). Die so de nierte Information wird mancmal
aud als Unsicherheit oder Entropie (teilweiseaudh Negertropie) bezeitinet.
Es geht um die Unsicherheit, die ich von einembestimmen Ereignis besitze.
Nach demEreignisist der Ausgangbekannt, ich habe Information gewonnen.
Wieviel? Genausoviel, wie der vorherigenUnsidcherheit ertspricht.

Def. 4 I(E{‘b= log,(p(E))
7 HX) = pd (X = &) wennX die Werte ax mit p, annimmt.
k



2 Rauschloses Codierungstheorem fer gedacht-
nislose Quellen

2.1 Einf ehrung

(NoiselessCoding Theoremfor MemorylessSources)

In diesemAbsdnitt wird dasallgemeinals ,Shannons Theorem bekannte
Theorem abgeleitetund die daferr notwendigenGre en de niert. Das Theo-
rem ist ein sehrallgemeinund gibt eineuntere Grenzefer die Codewortlange
einesCodierverfahrensan. Auch derin der Nadrichtentechnik meistverwand-
te Codieralgorithmus (von Huffman ) liegt innerhalb dieser Grenzen. An
einem Beispiel soll dieserdann einmal vorgekihrt werden.

Die Signi kanz von Shannons Theorem liegt jedoch aud in der Allge-
meinheit: Eine Codierung mit Wortlangenenspricht im informationstheo-
retischen Sinn aud einer Strategie mit Zuglangen (bis zum Erreichen des
Zieles): beide Male ist die Frage, wie viele Einzelerischeidungen benetigt
werden,um eine bestimmte Information zu ebertragen/herauszu nden.

2.2 De nitionen

Im FolgendenwerdeneinigeDe nitionen aufgekhrt. Diesemaden Gebraut
von Zeichenketten(Strings). Zeicdhenketten bestehenausUntereinheiten,den
sog.Waertern, und diesewiederum aus Symiolen. Ein binarer Symbolvorrat
= 0;1 bestelt nur ausOenund len,der Symbolvorrat desDeutsden be-
steht aus29* versthiedenenZeichen. Synmbole werdenmeist mit a; bezeitnet.
Beispielefur einen Synbolvorrat in diesemSinne kennenaud sein: die Vo-
kale a;e;i; o;u. Der Code ist eine Abbildung vom ersten Synmbolvorrat in
den zweiten. Dadurch entstehen Probleme,da die Gre e desSynbolvorrates
untersdiedlich ist (z.B. 2$ 26). Deshalbwird jedesSymiwl der deutsdien
Spradie in der digitalen Nadrichtentechnik durch ein Wort repraseniert.
So kann z.B. auch der ASCII-Code (a 7! 1000001(binaresWort)) als eine
solde (ine zien te) Codierung verstandenwerden.
Die Begri e Wort, Symbol usw. gelten savohl ferr die urspreingliche als aud
fur die verstilusselteNadricht. Ein Alphalet ist die Mengealler aus  bild-
baren Werter, also ein Werterbuch. Das Alphabet bestelt damit auslauter
einzelnenWertern. Die Menge  ist die Mengealler endlichen Zeidhenket-
ten, d.h. aller meglichen Nachrichten aus diesenWertern.
Quellen sind Nadrichtensender,die eine Folge von Symbolen (=Nachricht)

Lohne Gro /Kleinsc hreibung , mit &, , ...:-))



aussendenDabeibezeitinet X; denPlatzhalter fur dasi-te Symbol der Nach-
richt, dasz.B. durch das Synbol g realisiert seinkann.

Quellensind gekennzeitinet durch ihren Synmbol- (bzw. Wort-)Vorrat & und
durch die jeweilige Wahrsdeinlichkeiten der Symbole p; = P(X; = ). Da-
bei kann grundsatzlich das Auftreten einesWortes abhengig vom Auftreten
andererWerter sein(z.B. in der deutsden Spradie: ein U\ tritt seltenauf,
auf ein ,,q\ folgt das,u\ mit sehrhoher Wahrsdeinlichkeit). Eine gedacht-
nisloseQuelle zeigt genaudiesesVerhaltennicht: jedesWort ist immer gleich
wahrsdeinlich; esexistieren keine Interdependenzen Die Quelle ist alsoin-
soferneinfacer zu bestireiben. Die Codierungstheoriefragt, wie die Synbo-
le der Nadhricht einer Quelle meglichst redundanzfreidurch binare Werter
dargestelltwerdenkennen,soda die Entropie der codierten Nadricht nicht
weit mber der der Quelle liegt.

Def. 5 GedachtnisloseQuellen (memorylesssources, MLS)

Eine MLS erzeugteine Zeichenkettevon Symiwmlen X; mit Wahrscheinlich-
keitenP(X; = @) = p;, die voni und allen vorherigenXy; k < i unabrangig
sind (gedachtnislos).

Beispiel:

bolvorrat. Zusammenmit den Wahrsdeinlichkeiten fer die Synbole ergibt
sich ein Ensenble, namlich die Quelle.

Entropig, der Quelle:

H = . pi log(pi), wobei log immer zur Basis?2.

2.3 Instan tane Codes (I-Co des) und eindeutig entzif-
ferbare Codes (UD-Co des)

(InstananeousCodesand Uniquely DecipherableCodes)

P1;: 1 Pm- Sei  ein Alphabet von D = 2 (z.B. = f0;1g) Symbolen. Die
Frageist nun, wie die Werter auf e zien teste Weisemit  codiert werden
kennen.Als BeispielerzeugeeineQuelle ST wy; w,; ws; w,g (Wertevorrat), mit
Wahrsdeinlichkeiten P(X; = wy) = 0:9; P(X; = wp) = 005 P(X; =
ws) = 0:025 P (X = wy) = 0:025. Vergleithe folgendeCodierungen:

Codierung | w; W, Wz Wg | i
A 0O 111 110 101|1.2
B o0 01 10 11 2

10



P
wobei sich die mittlere Wortlangeaushni = n= ", n(w;)p(w;) ergibt.
Seien ein Alphabet (, Werterbuch\ ) und = W die Mengealler endli-
chen Strings der Werter.

Def. 6 Cadierung/Code
Eine Cadierung (Chir e) ist eine Funktion f mit:

Eine Nadricht m = (w;, wi,wi, :::w;, ) der QuelleausW wird in mit der
Vorsdrift
f(m) = f (wi)f (Wi,)f (wi,) o:f (wi,)

codiert. Die Lange eineseinzelnencodierten Wortes jf (w;)]  der Zahl der
Symbole aus , die zurlgiodierung bensotigt werden. Die mittlere Wortlange
ist de niert alstfsi == . pijf (w)j.

Def. 7 Prax
Seienx;y 2 . xist ein Prax vony wennesein z 2 gibt, soda xz=y.

Def. 8 I-Code Ein Codef ist instantan (I-Code), wenneskein w;; w; gibt,
fur die f (w;) ein Prax von f (w;) ist?.

Damit ist jeder I-Code audch eindeutig decdlierbar.

Beispiel: Komma-Code mit = f0; 1g.

Der Synbolvorrat einer Quelle sei mit wy; wy; ws; w, erstheopft. Codierung:
f(wy) = 0, f(wy) = 10, f(w3) = 110, f(ws) = 1110.Die Symbolfolge
0110100111011Q0: wird zureckelbersetztin wqWzWoWqW4WaW1q : .

Jedach ist nicht jeder UD-Code ein I-Code. Als Beispielcale kann z.B. der
Quellsynmbolvorrat W = fwy; w,g, abzubildenin denSymbolraum = f0; 1g
mittels der Vorsdrift (Code): f (w;) = 0, f (w,) = 01 dienen.

Daf (w;) Prax vonf (w,) ist, ist er nicht instantan (von vorne nad hinten)
lesbar.Jedach sobalddie gesante Nadhricht angelommenist, ist sieeindeutig
decdlierbar (lesevon hinten):

001010100010101

Generell gesagt,ist das Konzept einesUD-Codes etwas komplexer als das
Konzept einesl-Codes.

2|-Codeswerden auch als Prea xco desbezeitinet

11



2.4 Kraft-McMillan-Ungleic  hungen

Theorem 5 Kraft scheUngleichung

Seieine Quelle mit N Symlwlen geggelen, die mittels desCodesin N Werter
mit Wortlangel;;i = 1:::N desAlphatetes wbersetztwerden sollen. Die
Anzahlder Symiolein  sei D. Dann existiert ein I-Code,

X
D" 1

i=1
Bevpis:,,( \
Sei N, D 1.
Fuhre eine Entartung n; zu |; ein: Anzahl der Werter mit Langel; = |.
Weiter bezeitine | = max(l;). Dann gilt

ianD i o1

Dies entspricht der Zusammenfassungon Wertern gleicher Lange. Umfor-
men ergibt
nn D' n,D'! n,D'?2 n, D, alsoauc
0<D' nD'! n,D'?2 n, 1D. Dividiere durch D:

n ,<b'* nD'"2 n,D'3 n, ,D wiederholeProzedur

no, < D? n.D

ng<D

Es kennenn; Werter der Langel codiert werden(da D > n;, D Anzahl der
Symbole). SeiW, die MengedieserSymnbole (W erter). Damit existierenn;
Werter der Langel, und D n; noch nicht berutzte Symbole. Es existieren
n, Werter der Lange 2. Ohne Pra xe aus W, zu verwenden, gibt es noch
D(D n;) megliche Kombinationen von zwei Synbolen aus , was nac
obigenUngleichungenausreidit. DieseMengeseiW,, .

Entsprechend gibt esnz Werter der Lange3. Um diesedarzustellen,werden
ausden (pra x-freien) D® n,D? n.D meglichen Wertern n; ausgevahlt.
DiesesVerfahrenwird ertsprechend bis n; fortgesetzt.

W)\

Zum Beweis der Ungleichung fer I-Codes betrachte einen D-aren Baum
der Ebenenzahll . (=L angedeslangstenCodewortes). Ein Codewort mit
Langel; be ndet sich in diesemBaum auf Ebenel; und hat in der obersten
Ebene D 'mx I{', Nadfolger. Man kann nun die Summeder Nadfolger aller
Codewerter (- ;) in der obersten Ebenebilden. Da essich um einenl|-Code
handelt, kann kein Nadchfolger zu 2 Codewartlgrn gehoren. Die Gesantzahl
der Nachfolgerin der oberstenEbeneist also  D'mar i,

12



aa
Ternarer Baum

ab
(D=3)
ac
Symbole: a,b,c
y ba
o b obb
Wurzel
bc
c ca
cb
cc
Blatt

Auf der anderenSeiteist die Gesantzahl der Blatter (=Knoten auf oberster
Ebene) D' . Daher folgt:

Dlmax li Dlmax | D li 1:
i=1 i=1
Theorem 6 McMillan scheUngleichung

Mit den Bezeichnungerwie olen:
Es existiert ein UD-Code mit max. WortlangeN

Beweis, ( \ DieseRichtung ist einfacth, da Kraft erlaubt, aus der Bedin-
gung einenl-Code zu erntwickeln. Jeder|-Code ist aber auch ein UD-Code.

max |; und wird eine Wortfolge der Langer konstruiert, dann gilt

XI
D"+ +DM™'= pD' r2
i=1
b ist hierbei die Anzahl der Kombinationen, mit deneneine Wortfolge ausr
Wertern desAlphabets der Gesantlangei konstruiert werden kann®. Da

3z.B. beim Komma-Codemit r = 3ist by = b, = 0, b= 1,y = 3, b5 = 6, by = 9 usw.

13



der Code eindeutig entzi erbar ist, mu die Anzahl der erlaubten Kombina-
tionsmeglichkeiten der Synmbole maximal die Anzahl der meglichen Kombi-
nationensein,d.h.h D' und somit

O
H
I

ri

1

D" = (rk)yr "1 1

Aus beidemTheoremenfolgt: Es existiert ein UD-Code mit festerWortl ange
l,:::1,, esexistiert ein I-Code mit festenWortlangenl,:::1,.

2.5 Rauschlose Codierung-Theorem

Sei S eine Quelle mit den zu codierenden Symbolen wy :::w, mit Wahr-

soda die mittlere Wortlangeso kurz wie meglich wird (Dies wird kom-
pakter gode (C-Code) genanrt). Die Entropie der Quelle beretinet sich zu

H = M pilog(pi).

Theorem 7 Shannon s Theorem
Halke S die Entropie H. Dann mu jeder UD-Code von S in  die mitt-

lere Wortlange I(S) |ogHzD haten. Es existiert mind. ein UD-Code mit
Wortlangel(S) IogiD + 1.

2.6 Human-Co de

Nehmenwir einenreduziertenWortschatz anstelledeskompletten Alphabets
(z.B ein Baby, dasnur die Vokale a, e, i, u, o von sich gibt). Die interessierten
Eltern wollen vom Nebenzimmerheren, wasihr Baby fur Gerausdie madt.

Das elektroniste Gerat soll nun nur die Symbole a,e,i,o,u binar codieren.
FolgendeWahrsdeinlichkeitsverteilung seigegelen:

Synbol a 0 [ e u
P(Symbol) | 0.3 0.25 0.25 0.1 0.1

Die beiden kleinstwahrsdeinlichsten Symbole werden nun zu einem Hilfs-
symbol zusammengefa t,und dessenWahrsdieinlichkeit berednet:

Synbol a o] i (e/u)
P(Symbol) | 0.3 0.25 0.25 0.2

14



Zuerst wird neu nach absteigenderWahrsdeinlichkeit sortiert (hier bereits
erfullt). DieserSdiritt wir nun so oft wiederholt, bis ein Symbol mit Wahr-
scheinlichkeit 1 auftritt.

Vom obersten Entscheidungsknotenausgehendwird jetzt der jeweils oberen
Verzweigung der Wert 1, der jeweils unteren der Wert 0 zugeordnet.Jedes
Blatt besitzt nun eineeindeutige Symbolfolge: Die Binarfolge beginnendvon
der Wahrsdeinlichkeit 1 bis zum Symbol. Fur den Beispielcale ergibt sich:

Symbol P 1
0
1 0.55
a 0.3 ©
0
o 0.25¢
0.45
i 025, %
020
€ 0.1 ol

0

01 o——

u

e Entscheidungsknoten

o Endknoten (Blatt)

Synbol a o i e u
Codewort | 11 10 01 001 000

O ensichtlich ist dies ein Pra xcode. Zum Beispiel wird die Synbolfolge
11010100111000n aiioau mbersetzt. Die mittlere WorttgangedesCodesbe-
tragt hier 2.4 bit/Sym bol, die Entropie der Quelleist . pilog, pi = 2:185
bit/Sym bol*.

Spatestenszu Beginn einer Ubertragungmu der Code feststehen Ein Code,
der nach denobigenPrinzipien aufgebautist, ist z.B. der Morse -Code.Auch
viele digitale Komprimierverfahrenarbeiten nach diesemPrinzip. Da hier oft
fur jede Datei eineeigeneTabelle verwendetwird, ist esbei ahnlichen Daten
daher sinnvoller, dieseerst zu einer Einheit (Datei) zusammenzufassen.

4genaueresdazu z.B. im Vorlesungsskript Nachrichtentechnik [9]
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3 Einzelne Quantensysteme

Im folgendensei S ein Quarntensystem das durch eine Basis von nur zwei
orthogonalenZustandenjOi und j1i im Hilber traum H, bestrieben wird.
Beispielsveisesind folgendeSystememegliche Realisationenhiervon:

2 Zustands-Aom. Hierbei werdenauseinergro en Anzahl von Zusten-
den z.B. durch einenLaseribergangzwei Zustande ausgevehlt, soda

oi
j1i

jno; lo; Mo; Soi;
jng;li;my; s

Die zwei Polarisationsridhhtungen desPhotons:
jOi=j% und jli=jli:

Entsprechend kennen audh links- und redhtszirkular polarisierte Pho-
tonen als Basiszusande dienen.

JedesSpin-3-Teilchen.

3.1 Reine Zustande

Ein reiner Zustand wird durch

Coi0i + Cijli;  C1:C, 2
jCai® + jCyj?

i
1

besdirieben. Beispiel:

il #' 2[02)

N F

# .
= cos jOi + € sin

Die Zustandelassensich auch als ,normal@ Vektoren darstellen:

0 il G

o .
JOI_ Jll_ 1 1] C2

0

Im allgemeinen(s. insb. 3.2) erfolgt die Besdreibung jedoch eber die Dich-
tematrix , diein H, wirkt. Esmu gelten

0 =Y Spur( )=1

16



d.h. mu einehermiteste, positiv de nite > Matrix mit der Spur 1 sein.Fur

reine Zustandegilt zudem = ?und lat sich als Projektor screiben:
Lo Co . jCoj® CoC,
h j= Co;C )= g
I Cy (CoiCy) CiCy JCyj?
spur() = JCt+iCiT= L P=jipginis
=1

8j' i 2 H, gilt damit
hjji O, Spur(P) 0

wie sich durch einsetzenleicht zeigenla t.

3.2 Gemischte Zust ande

Aus einer QuellekommenZustandej 1i,j »i,j s3I usw.mit den Wahrsdein-
lichkeiten py; p2;ps;:::p2 +. Die Dichtematrix sdireibt sich jetzt als

= pij aih 4j+ poj 2ih of + paj sih af + i (1)
Auch hier gilt wieder

= o2 We2RiGt = L= g

; O; Spur( )=1; und = 7,

d.h. zur Besdireibungvon werden3 Zahlenaus benetigt.
Hiermit kann die von Neumann -Entropie de niert werden:
X
S() = Spur( log, )= pi l0g, p

Hierbei sind die p; die Eigerwerte von

Bei einemreinen Zustandj i gibt eseineBasis,in derj i = j1i und somit
S = 0Oist, d.h. hat den Rank 1. Ein gemistiter Zustand zeidnet sich
dadurch aus,da S 6 0, soist z.B. beim maximal gemis@iten Zustand

X2
L 0ihgj + j1ih1j) S( ) = %|ogz % -1
1

m:

NI

Shier lax als 0 gesdirieben

17



3.3 Operatoren

Die Operatoren

P2 joinj =

P, jlihyj =

P2 + jlihoj =

OO OFr
O OO
O OO
OO OFFr

sind linear unabhangigund bilden daherin H, eineBasis,d.h. jeder Operator
kann als Linearkombination von Py, P;, :+ und gestirieben werden.
Es qgilt

+j0 = jai Erzeugungsoprator
jui = joi Vernichtungsoperator

Das Slkalarprodukt zwisden den OperatorenA; B ist de niert als

p
hA; Bi = Spur BYA kAk = bA; Ai:

Im allgemeinenwird eineandereOrthonormalbasisgewahlt: die Pauli -Matrizen:

_ 10
= PorPi= g
_ 4 01
X - + - 1 0
. 0 i
vy = 10 )= 4
1 0
z = PO Pl: 0 1

Die ; sind idempotente, spurloseMatrizen, d.h. ihre Eigerwerte sind 1.
Sie erfelllen die Vertausdhungsrelation

[x; y] = 2,

und sind zyklisch.
Damit lat sidh fur jedes ; eine Eigerbasis nden:

jOiX=pl—§(jOi+j1i) j0i, = pl—z(j0i+ij1i) i0i, = jOi
jliX:pl—é(jOi i1y iy = pl—é(jOi 1) jli, = jli

18



Damit ist ,JOI, = +j0l| und ijlii = j 1i;.
Um Spinsin beliebigeRichtungen bestireiben zu kennen, wird eine verall-
gemeinertePauli -Matrix

n — ~— f T:(x;y;z)

Auch 4 ist idempotent mit Eigerwerten 1.
Damit kann in der Pauli -Basiserntwickelt werden:
1%

2 i=0

iA Ai=1f . i yvi 200 0=1 = Spur(Aj)

Aus (= 1folgt Spur( ) = 0. Die anderendrei Parametern ; sind in einer
Messungdie Erwartungswerte der Spinoperatorenin die drei Raumrichtun-
gen,und daherreell:

hxi: l;hyi: 2;hzi: 3

Durch Einsetzenkann leicht wberpruft werden,da Spur( ?) = 1, 2+
2+ 2=1, ist reiner Zustand. Ansonstenist Spur( ?) < 1. Geome-

trisch bedeutet dies, da reine Zustande auf der Ober ache der von den

aufgespanten Kugel liegen, wahrend gemistite Zustande sich im inneren
be nden. Damit wird auch sofort o ensichtlich, da gemistiten Zustanden

viel hau ger sind.

[+>

a|+> +b|-> (pure)

(mixed)

19



3.4 Observable

Obsenablenenspreden selbstadjungierte(oder ,,hermiteshéd ) Operatoren,
d.h. B = BY mit

S
B = > bA; fAg=1f ; x; y; 20:  Spur(BA))
=0
Boo Bo1
B =
Bio Bu

3.5 Messungen

Allgemeine Messungeneiberfehren den zu messenderZustand in einen Ei-
genzustanddesMe op erators. In unserenAnwendungenist dieserOperator
ein Projektor, d.h. P2 = P und P = PY mit denzwei Eigenwerten f 0; 1g, die
damit z.B. ,ja\ oder ,nein ernsprecen kennen:

o . 4, PP

a - " Spur(P P)

. a P)@R P)
nein : ! Spur(P P)

1 P wird auch als Q abgelerrzt und ist der zu P komplemenare Operator
in dem Sinne,da

QPj i=@ P)Pji=0

Q projeziert alsoauf den Unterraum, der ? zum Unterraum von P steht.
Der Erwartungswert einer physikalischen Gre e erredinet sich damit als
Bi = Spur(B ). DiesenErwartungswert kann naterlich nicht in einer sin-
gularen Messungerhalten werden,sondernerst nachdem viele Messungeran
dem Teilchenensernle durchgeikhrt wurden. Man kann sich das gemistite
Ensenble als einenKasten aus einer gro en Anzahl Teilchen vorstellen, von
denenman nicht wei, ob sie sich in dem Zustand ji oder j+i be nden.
Ein reiner Zustand enspricht einem Ensenble, bei dem von allen Teilchen
bekannt ist, in weldhem Zustand sie sich be nden, z.B. j+i. Zwar kann auch
hier der Me ausgangeiner Einzelmessungstochastisd sein- wenn zum Bei-
spiel den Spin in einer Richtung zu der j+i nicht Eigenzustandgemessen
werden soll. Wenn aber die ,richtige Fraga gestellt wird (d.h. den Spin in
der Richtung mit, zuderj+i Eigenzustandist), soergibt sich beim reinem
Zustand immer dieselle Antwort: up. Dies wird aud , maximum quantum
test\ genann.
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Beim Gemist ist dasnicht der Fall. Selbstin der ,richtigen\ Richtung wird
mal ,up\ und mal ,down\ erhalten: der Zustandist ein Mischung. Die Wahr-
scheinlichkeiten, mit der die einzelnenZustande in dem Gemisd vertreten
sind, ergeken sich aus der relativen Hau gkeit des Me ausgangesbei der
Jrichtigen\ Fragestellung,wenn viele Teilchen gemessenDiese Wahrsdein-
lichkeiten p; zusammenmit denvertretenenZustandenergelen den Gesant-
zustand einesSystems:folglich Gleichung (1).

3.6 Zeiten twicklung

In abgesblossenenSystemenkann die Zeitentwicklung durch eine unitaren
Operator bestirieben werden (Zeitumkehr). Bei 0 enen Systemenkomnt es
aber zu ZerfallsprozessenEnergieaustausks) und Koharenzverlust(Phasen-
verlust). In vielen Systemenist der Koharenz\erlust der problematisdhere
Einu der Umwelt®. Koharenz\erluste spielensich in Zeitraumen von ca.
10 *? s ab, wahrend Dissipation, d.h. Energieaustause (=sp ontane Strah-
lung), im Bereich von 10 ° s liegt. Zwei Falle werden grundsatzlich unter-
scieden:

3.6.1 Isolierte Quantensysteme

In isolierten Sytemenist die Zeiterntwicklung uniter:

J (t2)i = U(tz; t1)] (ta)i

U ist dabei ein unitarer Operator, d.h. U ist invertierbar und U erhalt die
Norm:

hjutUji=hji ) U'U=UU" =

Das gleidhe gilt bei einer2 2-Darstellung der Operatoren fur die erntspre-
chendenMatrizen. Der unitare Zeitentwicklungsoperator U la t sich ausdem
Hamil ton operator gewinnen,falls H nicht explizit zeitabhangig ist:

U= exp( i?)

Damit lat sich die zeitabgeleiteteForm der obigen Gleichung angelen als:

i~gj I =H(U)] ()i

67 B bei Fenmtosekunden-Lasernist der Zerfall auf Zeitskalenvon 10 ° stotal irrelevant
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H ist hermitesd, und esist Spur(H) =0, alsoist die Determinarte von
u=1.

Die Zeitentwicklung eines Gemistes wird durch die von-Neumann -Glei-
chung besdirieben:

i~@ =[H(1); ]
Im H, ist der Hamil ton operator ertwickelbar in der Basisf ; g, soda
er sich screibenlat als
X
HO =5 niA,
Falls H niﬁht von der Zeit abhangt, sind die n;(t) = n; = const;, soda sich
mit! =1 nZ+ n2+ nZ und = pLN2Ns)_ ergibt:

2 n2+n+n32
~n

H=~R ~+ 2>
2

Mit der Abkerzung~, = A~ lautet die Losungder Schr edinger -Gleichung
dann:

jHt

U(t) e’ =e " =cogql t) isin(l ~4t)

17

cos{ t) i~qsin(!t)
Ein Beispiel fur einen soldien Hamil ton ian, der die zeitliche Entwicklung

eines2-Zustandssystembesdireibt, ist derin der Quantenoptik sehroft ver-
wendete

H +~7(+e‘+ e')

= E 5

1>

0>

mit ! | : Laserfrequenz] o: Ubergangsfrequenz, =!, ! ,: Verstimmung,
~: Dipolmatrixelemert des®bergangs,e : Phasedes elektristhen Feldes.
Im resonarnen Fall (= 0) ergibt sich als Lesung:

_ 905{7‘)' i sin(5)e

i sin(5)é cog5)

Das zeitliche Verhalten sind die bekannten Rabi -Oszillationen zwisdhen dem
oberenund unteren Niveau, bezeitinet die Rabi -Frequenz.

u(t) =

22



3.6.2 Nic htisolierte (o0 ene) Quantensysteme

O ene Quarntensystemewedselwirken per De nition mit der Umgebung.
Dabei sind zwei Phanomenezu unterscheiden:

Zerfall = Dissipation

Spontane Emission eines Photons durch ein Atom beruht auf Wedselwir-
kung des Atoms mit der Umgebung, namlich dem Vakuum. Das Photon
geht in einen Mode deselektromagnetisben Feldes.Solthe Wedselwirkun-
gen kennenunterbunden werden, wenn man entweder einen verbotenen Di-
polebergangbetrachtet oder man dem Atom keinen Mode anbietet, in den
esein Photon passendeEnergieabstrahlenkann. Dadurch kann e ektiv eine
Wedselwirkung desSystemsmit der Umgebungverhindert werden.Lebens-
dauernverbotener Ubergangeim Sekundebereid sind keine Seltenheit. Ein
Zerfall modi ziert die Diagonalelemete von , die den Besetzungszahlen
ertsprechen.

Dek oharenz

Anders als bei Dissipation ndet bei Dekoharenzkein Energieaustausc des
Systemsmit der Umgebungstatt. Stattdessenverteilen sich die Phasenein-
zelner Quantensuperpositionen sehr scnell zufallig wber den gesanten Be-
reich. DieserE ekt fuhrt audh zum Paradakon der Schr edinger sdenKat-
ze und den ihrer modernen Nacdhfolgern. Dekoharenz modi ziert die Nicht-
diagonalelemete von , die Koharenzen.

3.7 Diskrete Zeiten twicklung

Betrachten wir die Zeitentwicklung eines Zustandesdiskretisiert. Der Zu-
stand seij0i. Zwei aquivalerte Darstellungensind

1 . 10
o 9= oo
Eine diskrete Zeittransformation ist z.B. durch
1 1 1
UA:ig_z 1 1 :U;:UAI:U;

gegelen. Das letzte Gleichheitszeitien bedeutet Unitarit at.
N.B.: DieseMatrix ergibt sich ausU, = UA;6UA;11wobei

Ulzpl—§=i~ﬁsin(§1); A= @o0A; =

1 2
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eine Drehung um 90 Grad um den Raumrichtungswvektor & und

0O 1
0
U= i =i-asin(2); nA=@0A; ,=
2
1
eine Drehung entlang der z-Achseum , = darstellt.
Mit einemsolden diskreten Zeitscritt wird
1 1 1
A
o ! P51
oder in Matrixschreibweise:
10%}11 10 11_}11
OO0 "2 1 1 00 1 1 2 11
Dann folgt
1 11 10
> 11 " 0 0 ) nal = initial

Dekoharenzbeein ut die Nichtdiagonalelemete im Zwischensdaritt:

1 11 1 10 1 10
N - il - = :
'”L}'zll .2019.201 no) n 6 in

Die Eigenwerte andernsich alsovon f 0; 1g nac f%g. Damit ist die Operati-
on nicht mehr unitar, denn unitare Operationen andern das Spektrum (die
Eigenwverte) nicht. Als ein Beispiel soll das 2-Niveausystemzusammenmit
seinerUmgebungdienen:

jOi; jLi;  JEI

Da Systemund Umgebungzusammenisoliert sind, ist die gemeinsameZeit-
ertwicklung von (S+E) unitar. Der Zustand lat sich als Produktzustand
sdreiben:

joi  JEi 71jOi  jEgoi + jli  jEou
jli JEi 7VjOi  jEwi +jli  jEu

Unitare Zeitentwicklung bedeutet,da das Skalarprodukt invariant gelassen
wird. Darausergibt sich (mit hEjEi = 1) als Bedingung:

1= (t0j FEj)(jOi  JEi) L hEoojEcoi + MEqijEosi = 1
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und ebensoausder zweiten Zeile

hE10]Eqol + hE13jEi = 1
und ausdem Verglei der beiden

hEojE10l + MEo1jE1i = 0

Betrachten wir jetzt konkret einenreinenZustand desUntersystemsund den
desdazugelorigen des Gesantsystems:

j 1= cj0i + ¢jli; ji=ji JEi
Die unitare Entwicklung ergibt:

jinijs

Co(jOi  jEgol + jli  jEoeii) + (jJOI  jEgoi + jLi  jEq1i)
jOi  (cojEqol + C1jE10l) + jli  (CojEoal + CijEq1i)

Die Dichtematrix transformiert in:
n=jihj7j% = °
Osielt explizit wie folgt aus (JEi ohne,j0i;jli in Basisdarstellung):
o_  CCojEnoihEqo] + C1C1jE10ihE 0] + CoC1jEnoiNE 1] + CyCijE10ihE o]
Die Zustandeder Umgebungwerdenaber per De nition nicht gemessenDas
me bare Ensenble bestirankt sich auf die reduzierteMatrix 2= Spur( 9.,
die Dichtematrix die sich ergibt, wenn eber die Untermatrix von jEi die Spur

gebildetwird. Der oben dargestellteMatrixaussdnitt ertspricht h0j 90i, die-
ser Aussdnitt fer die reduzierte Matrix 2 ist”:

hoj %0i = jcoj?MEgojEool + jCij?ME 10jE 10l + CoClNE10jE ol + CoC1hEgojE 1ol
Da Spur( 9) = 1 folgt

hij %1 =1 hoj 9o
Au erdem gilt fur die Nichtdiagonalelemete:

hj J1i = jeoj?hEg1jEooi + jCij?hE11jE 10l + CoCihEo1jE 10l + CoChE11jE oo

"Beadite: Spur (jAihAj)=Spur (MjAi)=PAjAiSpur(1)=PAjAi
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in ertspricht einemreinenZustand, ¢ bildet jedoch ein Gemisd (eiberpreife
durch ( 926 9). Die Nichtdiagonalterme wie H)j 9j1i, alsodie Koharenzen
zwisthen Systemund Umgebung,gehensdnell gegenNull. Soentwickelt sich
die Dichtematrix des(Unter-)Systemsim Laufe der Zeit zu einer Diagonal-
matrix mit klassisbien Wahrsdeinlichkeiten fur die vershiedenenZustandé
Ein Spezialfall tritt ein, falls alle JE; i senkrebt aufeinanderstehen.Dann
folgt HOj 30 = jcoj? + jCaj? = 1.7

8diesentspricht der modernen Besdreibung fur den Me proze und den &bergangvon
Amplituden in klassistie Wahrsdheinlichkeiten fur einen Zustand nach der Messung.
9MessungeinesEigenzustandes?
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4 Zusammengesetzte Quantensysteme

4.1 Notation

Die beiden Teilsystemeseienmit A'° und B! bezeitinet. Die zugetorigen
Hilber t raume sind H, und Hg, der Gesamtraum H = H, Hg. Die
Dimension diesesRaumesist N = N, Ng. Beispieledafer sind zwei 2-
Niveau-Atome, zwei Spin %-Teilchen oder zwei Photonenin zwei Moden des
EM-Feldes.Um eine De nition fer Verstirankung sauker zu notieren, sol-
len zunachst unterschiedliche Sdareibweisenaufgekihrt werden. Es handelt
sich immer um zweidimensionaleTeilsysteme.Daher ist die Dimension des
Gesantraumes 4. Eine Basisin diesemvierdimensionalenRaum stellen die
folgendenVektoren dar:

fiOia jOig;jOia jlig;jlia jOig;jlia jligg
Eine Darstellungsart ergibt sich aus der eblichen Spaltenstireibweise und
ansalie ender Umsdreibung:

0 1
1= ahy
.- .- _ 1 1 _%Ozaobl OQET-_-OQET--
jOia jOig = 0o, 0 B— 0= ashy = ]0;00 =" jOiy,
0= aiby
Fur die zweite Kombination ergibt si%w: 1
0= aghy
. cas 1 0 _%1:510b1 oder . ~ .. oder ..
J0ia  Jlig = 0, 1 B— 0= ahy =101 = jlig,
0= aby

In der letzten Darstellungsweisewird bis 3 geahit.

4.2 Reine Zustande
Ein reiner Zustand wir durch
J 1= Cooj0; 0i + Cp1j0; 1i + C1jL; 0i + C13j1; i

dargestellt. Dabei gilt, da die Koe zien ten bis auf einen(irrelevanten) glo-
balen Phasenfaktorder Beziehung

100ft auch als Alice bezeitinet
11der mannliche Vertreter Bob
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gerrigen. Damit lat sidh z.B cyg immer reell sdreiben und es ergelen sich
insgesarh 6 reelle Parameter (3 komplexe, 1 reeller, -1 Bedingung).

Somit ist!?
0 1

jCo0i®  CooCor

% CooCo1  jCorj? § _
: jC10j® .

jc11j?

Wichtig ist auch die reduzierte Dichtematrix:
X

a = Spur()g = ] j#
iB

g = Spur( ),=  H#Y j#

Bei den von uns betrachteten Systemen(d.h. in einer2 2 Basis)ist

O 0|0 O
O 0JO O _ 0 0

r =\ 0 00 O S
oolo o

Da essich hier um reine Zustande handelt ist

|
N
S
N
=

2 _ 2

=j ih j mit = ; Spur =1

Die reduziertenDichtematrizen werdenjedoch im allgemeinengemistite Zu-
stande darstellen, d.h.

Spur i <1 Spur 3 <1

Lemma 2 Fur jeden gemischtenZustand , existiert ein reiner Zustand
=] ih j derart, da

A = Spur( )B

125, hierzu auch Anhang A
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4.3 Unk orrelierte (Pro dukt-)Zust ande

Zustande der Form

A-

b

B

() = a B)

hei en Produkt-Zuseande Werden die Zustande durch Basis\ektoren ausge-
dreckt, d.h.

ji=]

P A= Ajlia+ Ajlia
§10|B + 01]1|§ 1

2§§§ L

—
I
i
B

Q

ergibt sich darausdie Bedingung
, Z1Za 2023 = 0
Weitere Eigensbaften der Produktzustande/vektoren:
1. Produktvektoren sind eine Mengemit Ma Null (Punktmenge)
2. Produktvektoren formen keinen linearen Unterraum

3. Aus = ih jfolgt ag =] asih ap]j ist einreiner Zustand

4.4 Verschrankte Zustande

Alle Zustande, die sich nicht als Produktzustande darstellen lassen,hei en
verschmnkte Zustande:

@Ai;j % :ji=jA &

Physikalisch bedeutetdies,da Quantenkorrelationenvorliegen.Die beteilig-
ten Teilchen (z.B. Spin-%-TeiIchen) werdenaud ,,EPR'? -Teilchen genant.

Zum Beispiellat sich
0
0
G 1§
—(j"#  J#T) = % 1

I
I\J-?H

13Einstein-Podolsky-R  osen
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nicht als Produktzustand sdreiben.
Verstirankte Zustandeliegendicht im Hilber t raum und kennendahereine
Basisbilden, z.B. die Bell -Basis:

—
1

1 .
P—E(JOJJ j10)

o 1 .
joi 53(100 j11i)

Alle Zustande, die durch beliebigelokale Transformationenaus dieserBasis
hervorgehen,d.h.
C
j 1=Ux Ug J .I
[

sind maximal verschmnkt. Desveiterengibt esdie GHZ!4-Zustande.Diessind
Zustande in heherdimensionalerRaumen:

P50PORg L)

4.5 Schmidt Orthogonalisierung

Im Produktraum H = Hy, Hpg mit denDimensionenN,, Ng lat sich jeder
Zustand als Summevon Produktzustanden sdreiben

min(R¥a:Ns)
jio= Jutio juPi mit
i=1
hJijUji = i
Betrachte z.B.
4. 1
j o= p—é(JOO +j11i)
Die reduzierte Dichtematrix ergibt sich mit
X
jio= Juij vii; =j ih jzu
X

Spur( )g = Zjuiihu;j
X
Spur( ), = Zjviihvi]

4 Greenber ger, Horne, Zeilinger
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Da die Zustande normiert sind, ist
X

1=hji) 2=1
i
Bei den maximal versdirankten Zustanden, den Bell -Zustanden ist

1
Spur( )ag = > AB

Es sind aquivalent:

1. j i ist ein Produktvektor.
2. ] 1 hat nur einenTerm in der Schmidt -Zerlegung.

3. a, B enspredenreinenZustanden.

Bei reinen Zustandenkann als Ma fur die Versdirankung die Entropie der
Subsystemegenommenwerden, d.h.

EG 1)=S(a)=5(8)

Wennj i ein Produktzustandist, dannist a.g einreiner Zustand und damit
die Entropie E gleich null.

4.6 Gemischte Zust ande

Bei gemistiten Zustandenlautet die Dichtematrix

>@ >@ >@ >@ kI... .. . . . >@ M o==-= ..
= ijliiahj  jkighj= Yiiiaghj
i=0 j=0 k=0 1=0 j
lat sich in diesemFall in die hermiteshe Basisder Pauli -Operatorenim
Raum der4 4 Matrizen entwickeln:
fAigi=0;:::;15 = f 4y X 2; y 27 z 2y 2 X1 2 y; 2 z
X Xy X y; X s y X y y; y s
z Xy z y; z z9
In dieserBasislat sich die Dichtematrix jetzt als
1R

4 i=0

iAi mit 0= 0, i = Spur(A i)

schreiben, wobei in dieserBasisdie ; zudemreell sind.
Drei Falle mussenjetzt unterschiedenwerden:
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Unkorrelierte Zustande

= A B = Spur( )4 Spur( )g;

dabei meussen 5 und g keine reinen Zustande sein. Wahrend der
Zustandspmeparation ndet kein Informationsaustausb zwisten den
Teilsystemenstatt.

SeparierbareZustande

X X
- k

= K A
k

W=
=~
11
=
o

Die ; kennen als (klassistie) Wahrsdeinlichkeiten verstanden wer-
den, d.h. wahrend der Zustandspmparation ndet ein rein klassischer
Informationsaustausb statt.

Nicht separierbareZustande,z.B.
=fj *ih Tj+ (@ f)j Tih 7j

Die nicht seperierbaren Zustande sind theoretisth am scwierigsten zu be-
trachten. In Raumender DimensionN M mit N M 6 ist das Sepe-
rierbarkeitskriterium noch ein o enes Problem, siehedazu [7] fur eine eher
physikalisthe bzw. [8] fer eine eher mathematiste Betrachtung.

Um ein soldes Kriterium zu nden, wird der Begri der Teiltranspsiton
berstigt.

Def. 9 Teiltranspsition:

8 !
% . - A BY
_ A B ) B C | T Te_ T
BY C E ; AT BT ’
: - (BNT CT
Mit Ket- und Bravektoren gestirieben heit das:
= ah0j JOiajOIiaF0j + AN0j j1iajOi a1Lj +

ahlj jOiajLiah0j + ahlj j1iajliahl
A0 jOiAjOiAF0j + APOj jLliajliabO) +

Ta
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Bei dieserOperation geht {} elber in Q, d.h. die Operation ist eine anti-
unitare Transformationim A-Raum, sie entspricht einer Zeitumkehr (nur im
A-Raum!)

Damit lat sidh in unseremFall ein Segerierbarkeitskriterium nden:
Theorem 8 im RaumH, H,istsemrierbar, ™ 0, T 0

Mit anderenWorten: Wenn bei (genau) einemder Subsystemedie Zeit um-
gekehrt wird und die enstehende Dichtematrix immer noch physikalisthe
Bedeutungbesitzt, dann ist die Dichtematrix desGesantsystemesseperier-
bar.

Wichtig: Das Separierbarleitskriterium in 2  3-Dimensionenfunktioniert
nicht in heherenDimensionen:

ke frihec; fij

Ts

ke fihe ]

Damit gilt zwar noch die Beziehung separierbar) ™ 0, aber esgibt
Zustande, bei denen ™~ 0 erfullt ist, die aber dennach versdrankt sind.
Messungder Versdiranktheit hier z.B. nach [10]; eineallgemeineDe nition ist
noch nicht gelungen.Die hier betrachtete Me methode heit aud Formati-
onsmessungHierbei wird von allen meglichen Zerlegungvon ausgegangen:

X - - - X
= _ pliih i) p=1
. X - . - X - - -
E( )= min pE( i) = min PiS(Spur(j iih ij),)
fpi; ig i fpii ig i

Wie diesesMinimum im allgemeinenFall gefundenwerden kann, ist noch
nicht gekiart.

4.7 Observable und Messungen

Auch hier ist wieder jeder Obsenablen g ein hermitesdier Operator O zuge-
ordnet!®, der sich wieder als

1%
O= 2 0A; mit o = Spur(OA))
i=0
sdireiben lat. Vier Typen von Messungerkennenjetzt unterschieden wer-
den:

5Die Darstellung ist jetzt naterlich eine4 4 Matrix
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Lokale Messungend.h. entweder A oder B messen:
O =0, B bzw. O= A Osg

Das Ergebnisder lokalen Messungwird von der reduzierten Dichtema-
trix bestimm:

Spur(O) = Spur(Spur(O)g), Spur(Spur( )g Oa),

Spur( aAOa),

Korrelationsmessungend.h. A und B messengleichzeitig aber un-
abhangig voneinander:

O = OA OB
Bei Produktzustandenergibt sich damit

Spur(O A g) = hOi = hOAi hOgi

Nicht lokale Messungetf
060, O zB. AB+ 2B
Als weiteresBeispiel kann die Bell-Messungbetrachtet werden:
= j ih j+j ih j
POVM (positive Operator reduzierte Messungen):
P
A = AY; A =1 A 0

Hierbei wird zusatzlich ein externesSystem (d.h. die Umwelt) mittels
. betrachtet. Somit ist

9 = a X X
Spur(P a) = (P )mr;ns mn( a)sr

mn rs
X

(A )mn( g)mn = Spur(A )

P

P
Die P sind dabei orthogonale Projektoren mit p 1. Die A

erfullen dann die POVM-Eigensdatften.

16engl. joint measuremets
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5 Verschrankung und Nic htlok alit at

5.1 Verschrankte Zustande

Verstirankte Zustande von zusammengesetzteSystemenkennen, wenn sie
genaubekannt sind, durch einenreinen Zustandj i gelennzeitinet werden,
z.B.

J |:p_§(J"|AJ#|B j#ia]"ig)

Eine physikalisthe Realisierungeinessolden Zustandesist durch den Zerfall

desneutralen Pionsgegeen: °! €' + e . Aufgrund der Drehimpulserhal-
tung ist klar, da der Gesantspin 0 erhaltenbleibenmu, soda dase" genau
ertgegengesetzterspin zume hat (+ 3; 3). Die Teilchen kennensehrweit

auseinandersein. Jedach bilden sie, solangesie nicht durch au ere Ein eisse
gesert wurden, ein korreliertesQuantenpaar,soda der Gesantizustand sich

nicht als Produktzustand darstellenla t:

j16jia |ig
Betrachten wir die verstiiedenenArten von Messungengie an einemsolden
System durchgekhrt werden kennen. Das System sei vor der Messungim
Singulettzustandj i = fal—i(jOi’;jlizB jli2joi2), wobeijoi  j#i;jli j"i:
1. Messungertlang der x-Achse

Der Zustand wird in z-Basisdargestellt. Eine Messungder x-Kompo-

nente (Operator £) bei Alice ergibt als Me wert einer Einzelmessung

my = 1.

Nun mit Bob. Auch er erhalt bei der Messungder x-Komponerte

durch B my = 1, und zwar in Abhangigkeit des Ergebnisses/on
Alice:

1 fur Bob
+1 feur Bob

+1 erhalt ) mP
lerhalt ) mg

falls Alice m%

falls Alice m%

Nadhredcherbar wie folgt: Ein Basiswedsel ergibt fur Alice und Bob:

. 1 - - 1 s
J0Ix = p_é(JO|z+ jliz) J Ly = p_z(JOH jliz)

RO i = é(é\mﬁﬁhlj)(JOI?JlIE j1i2joi2)

= 2Gu o) = juid
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2. Messungertlang der y-Achse
Alice mit nun ertlang der y-Achse mittels @ und erhalt myA = +1

oder m$ = 1. Bob kenrt die Folgerungendaraus:
falls Alice mj = +1 erhalt )  mJ = 1fur Bob
falls Alicemy = lerhalt ) mp = +1 fur Bob

Falls Alice Bob vorher schon mitteilt, ertlang welcher Achse und mit
weldhem Ergebnissie gemesseinat, kann Bob sein Ergebnisvorhersa-
gen.

3. Messungertlang z-Achse
Hier gesbtieht noch einmal das gleidhe wie in den oben besprahenen
Fallen.

5.2 EPR-P aradoxon

Fur Einstein war die Lokalitat ein physikalischesPrinzip, dasin diesemFall
der Spinmessungetesagt,da die Messungan Teilchen A eine Messungan
Teilchen B nicht beein ussendarf.

In einem Experimert erhalt man folgendes:Wenn z.B. A eine Messungan
seinemTeilchen madit, und B seineMessung,bevor Information von A nac
B gelangenkann, so werden die beiden feststellen,da ihre Ergbnisseim-
mer noch korreliert sind: m@¢mB = 1. Manchmal wird A ,up\ erhalten,
mandmal B, aber niemalsbeide, wie esnad einer statistischen Theorie zu
erwarten ware.

Es gibt nun 2 Meglichkeiten, sich dies zu erklaren: erntweder werden noch
weitere (verborgene) Parameter postuliert, die den Zustand sdon vorher
festlegten,nur nicht (prinzipiell oder me technisch) gemessenverden konn-
ten (Einstein sLesungsansatzpder man postuliert, da essich noch immer
nur um einenZustand handelt, desserTeilsystemenicht unabhangigvonein-
ander betrachtet werdenkennen (heutige akzeptierte Vorstellung: Nichtloka-
litat der Quantenmedanik).

Einstein sLesungberuhte auf derldee,da Gre en, die prinzipiell gemessen
werdenkennen,aud immer existierenmeissen;unabhangig davon, ob ich sie
beobadte oder nicht. In seinenWorten (reckebersetzt’): ,Falls wir, ohne
in irgendeiner Weise eine System zu beein ussen, mit Sicherheit den Wert
einer physikalischen Gre e bestimmen kennen, dann existiert ein Elemert
der physikalischen Realitat, das zu dieser Gre e korrespondiert\ (Prinzip

7 Originalzitat lag leider nicht vor
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der physikalisthen Realitat).

Ein weiteresvon Einstein postuliertes Prinzip ist die Lokalit at:
.Die realenZustandenvon 2 raumlich getrenrten Systemensind unabhangig
voneinandei

Da also2 raumlich getrenrte Systemesich nicht beein ussenkennen,folgerte
Einstein , da die physikalische Gre e, die B auth ohneMessungbestimmen
kann, eine physikalische Realitat haben mu .

So sollte bei jedem Experimert, egalob in X; y; z-Richtung, die Spinkompo-
nerte bereits vor der Messungfeststehen,denn ein solhhesExperimert kann
-wie obenbestirieben-in jede Raumrichtung durchgetihrt werden.Die Spin-
komponerten sollten daher- nach Einstein - durch sogenante ,verborgene
Parametek festliegen.

Die Quantenmedanik dagegermadt keine Aussagenreber Gre en, die nicht

gemessemerden. Anstatt jedoch zu sagen,da dieseGre en nicht existie-
ren, sagt man, die Quantenmedanik seinichtlokal. Das wichtige am Loka-
lit atsprinzip ist namlich durch die Korrelation nicht verletzt: die Informa-
tionsebertragung ist weiterhin nur begrenzt,d.h. mit Lichtgesdwindigkeit,

meglich: Bobs Me ausgangverwundertihn solangenicht, bis er von Alice die
Nachricht erhalt, da ihr Spin (bei jeder Messung)engegengesetzgerictet

ist. Er kann aus einemreinen ,Spin down\ noch nichts ablesen.Angemerkt
seinoch, da Einsteins Argument durch Bohr ertkraftet wurde, der be-
merkte, da zur Konstruktion desParadaxons 3 Einzelmessungemetig sind,
was keinen Recksdlu auf ein einzelnesTeilchen zulat. (Information ist
nicht das,wasdasTeilchenwei (Quelle), sondernwaswir eiber eserfahren.)

5.3 Bells Theorem

Wenn die Gelltigkeit des Prinzipes der Lokalitat von Einstein angenom-
menwird, dann ist die Quantenmedanik inkompatibel mit der Existenz der
.verborgenenlokalen Variablen 8, die einesogenante , realistisde Theorie

darstellen. Eine solthe Theorie und ihre Konsequenzersollennun naher be-
trachtet werden (naterlich nur auf einem abstraktem Niveau, denn es gibt

z.Z.keineRealisierungeinersolden Theorie'®: die Bell sdenUngleidhungen
(s.5.4) zeigenda einesoldenTheorievorhersagermadit, die nicht mit dem
Experiment uwbereinstimmen; wahrend die Quantenmedanik mit dem Expe-

8engl.: local hidden variables
jedenfalls keine die uns bekannt ist
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riment ebereinstimnt.)

Dazudient ein Gedanlenexperimert: ein EPR-Paar (2 total korrellierte Teil-
chenauseinerQuelle,z.B. Pionzerfall,s.0.) iegen mit hoherGes&windigkeit
auseinander.lhr gemeinsameiZustand seider Singulett-Zustand

j |=P—§(J"#l J#N), = j#Hia e

Durch die hohe Gesd&windigkeit ist keine Wedselwirkung zwisden den bei-
den mehr meglich (sie sind ,,weit weg ). Eine Spinmessungvon A ertlang
der Achsea, bezeitinet mit , = ~ 4, ergibt als Einzelmessungeinender
zwei Wertem, = 1.

B mit ertlang der B-Achse,und erhalt m, = 1. Fallsa = B, gilt immer
mamp = 1. Einstein s Interpretation desErgebnissedautet wie folgt:
DasErgebnisjeder einzelnenRealisierungdesExperimertes hangt von einem
Satz von (verborgenen)Parameternf g ab, die von Experimert zu Experi-
mernt wedseln. Jedach folgen sie einer statistischen Verteilung (ahnlich wie
die Bol tzmann verteilung ausdeterministischen Ensenblesvon mikroskopi-
sden Teilchen makroslopisde, shwankende Gre en ergstehenlat). Die
folgeneiner Verteilung ( ) > 0, die auf 1 normiertist: d ( )= 1.

In dieserInterpretation lat sich folgendesableiten:

Wenn A eine Messungmadt, dann gilt fer die zugelerige Funktion
Am; )= 1.

Wenn B eine Messungmadt, dann gilt fur die zugehorige Funktion
B(b )= 1.

Fur die Gesantfunktion gilt?°: A(a; )B(b; )= 1.

Quantenmedanisd hingegenwird davon gesprahen, da mande Gre en
lokal (z.B. Ort), andere- wie z.B. der Spin - nichtlokal sind: das Systemist
beziglich dieserQuantenzahl noch ,,ganz .

5.4 Bellsche Ungleic hungen

Fur den Fall das beide Richtungen ebereinstimmen (a = 1), verlangt das
Experimert: A, B, = 1. Da der Erwartungswert von A, By alsE[AB] =
d p( )AsByp de niert ist, gilt:
Z
E(@D = d ()ABs

20%im folgendenA, := A(a; ) usw.;wichtig ist die noch immer vorhandeneAbhangigkeit
von !
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Fur daszweite Teilchen in einer anderenRichtung gilt

Z
E(aie) = d ()AaBq;
alsoals Di erenz: .
E(aD E(ae = d ()Aa(Br B)

Au erdem qgilt:

AbBb = 1

AbAb = 1

) Br = Ap

Fur den Integrandenauf der rethten Seiteder Di erenz folgt damit:
(AaBb Ach)
= (AaAp  Aa ﬁ{)é})Bc)
1
= AaAp(1+ ApBo))
Insgesan ergibt sich, da A;Ap, = 1 (2 Messungen),
Z
E(a’h) E(ae) = d ()(1+ ApBo)

Z
) E(aD) E(a€) d ( )1+ ApB)

dennz.B.x y= 2) jx vy 2.DaderlIntegrand nicht negativ ist, ist

auch dasIntegral nicht negativ, soda der Betrag uber wssigist:
Z Z

E(aD E(ae d ()1+ d ()AsBc
= 1+ E(be)

Diese Ungleichung stellt eine Form der Bell sthen Ungleichung dar: jede
Theorie, die mit lokalen verborgenenParametern arbeitet, erfellt dieseUn-
gleicdhung.

Als Vergleidh dazu der Erwartungswert in der Quantenmedanik:

E@B=hayi=h j2 P i=@Dp ity % |
1

2

cog\ (a;D)
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Der Erwartungswert der Quantenmedanik stimmt mit demExperimert eber-
ein. JedeandereTheorie, die mit dem Experiment wbereinstimnt, mu also
diesesErgebnissliefern. Nehmenwir jetzt an, da der

Winkel zwisthiena;b= 5 ) cogz) = 3
Winkel zwisthienbe= 3 ) cogs) = %
Winkel zwishena;e= 4 )  cog%)= 3

Eingesetztin die Bell sdien Ungleichungenergibt sich:

1 1 1
2 21t 13

Eine lokale Theorie mit verlorgenenParametern ist damit unmeglich! Die
Bell sdhenUngleichungenwerdendurch einenreinenversdirankten Zustand
verletzt. Experimerte dazu sind in den 80ernvon Alain  Aspect , in Paris
durchgethrt worden, die die Bell sden Ungleichungen mit 6facher Stan-
dardabweichung verletzten.

5.5 CHSH-Ungleic hung

CHSH steht fur die Namen Cla user-Horne-Shimony-Hol t . DieseGlei-
chung arbeitet mit 4 Richtungen. In unseremBeispielfordert siefer ein lokale
Theorie mit verborgenenParametern:

S= E(ab+ E(be) + E(e;d) E(a) 2
Nimmt man z.B. fur die Winkel
\ (ap) =\ (Bie) =\ (e;0) = ;
\(@d)=73% )

S= 2p§ 2 Widersprudch

Der Vorteil der CHSH-Ungleihwungen bestelt in der Tatsade, da Bell

A = 1,B = 1 verlangt, CHSH jedoch nur jAj;jBj 1. Dies tragt den
Fallen Redinung, in denender Detektor nicht anspridt.
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5.6 Nic htlok alit at ohne Ungleic hungen

Beiden Ungleichungen ist gemein,da sie Ungleidhungen fur Erwartungs-
werte sind. Um sie zu messen,bemetigt man eine Anzahl n von z.B Sin-
gulettzustanden. Eine einzige Messungsagt noch nichts aus. Daher kann
die Ungleichungenaud nur mit einer bestimmen Wahrsdeinlichkeit (siehe
Aspect s Experimert oben) widerlegt werden. Einen andern Weg besdaritt

Mermin , der drei zusammengesetzt&ystemeA, B, C(laire) mit Spins = %
betrachtet. Der Singulett-Zustand ist nun GHZ-Zustand (s. S.30)

ji o= pl—é(jOOG j111)

0 1
1
0
000 W= il e B fr i k}'f:%g
1 dim

Der Operator 2 B C wird in dieserNotation aufgeblaserzu

X y 'y
0 1
0 1
0 i Oi_% 1o§
i 0, i 0 . @01
10 i
0 1
1
1 0
0 1
A B C_— 1 0
Xy y - 0 1
1 0
0 1
1 0

(alle Leerstellen= 0)
Der Zustand|j ignz @ndert sich unter der Wirkung diesesOperators nicht:

A | B | C | state, | states, Groe Wert
x| oyl yl| 1 =j i mimgmy |1
y| x| y| T =j i {mimimy |1
vl oyl x| i =j i mimimg | 1
| ox |l x| g =j i [mmZm$ | -1
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esgilt fur alle A; B;C: (mp®©)2 =1, (m{®©)2 = 1, (my®©)? = 1.
Daher ergibt eine Multiplik ation der erstenmit der zweiten Zeile:

(Mg mA)(mPm?) = 1
Dito fer dritte mit vierter:
(memy)(mymg) = 1

Der Widerspruch dieserzwei Gleichungenzeigt,da esunmeglich ist, da zu-
gleih m} und m} ,Elemerte der Realitat\ sind: Die Eigerwerte sind nicht
alle drei gleichzeitig vorhanden. Samtliche Operationen meissenmit Opera-
toren durchgetkihrt werden;sie betre en alle Teilchen einesEnsenbles. Eine
Messungeberfehrt ein Teilchen in einen Eigenzustand,ihm zugeordnetist
ein Me wert. Es hat keine, physikalische Realitat\ , diesenMe wert als Pro-
dukt darzustellenund zwisden verschielen gelauten Messungervergleihien
zu wollen.
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6 Quantenk omm unik ation/-kryptographie

6.1 Sinn der Kryptographie

Das Ziel der Kryptographie ist es,da Alice eine Nadricht an Bob sendet,
ohne da der Lausder (hier mit Eve’! bezeitinet) die Nachricht abheren
kann.

6.2 Traditionelle Kryptographie

Einfache Verstlusselungendie sdon in der Antik e verwendet wurden:
Transp osition KALT ! TALK

Substitution  Die Buchstaben werden in eindeutiger Weise durch andere
Buchstaben ersetzt,z.B. K! W, L! R, T! M und A! A. Damit wird
ausKALT dasWort WARM.

Diese Codessind allerdings nicht sicher, da mit statistischen Methoden bei
hinreichender Nadrichtenlange eiber Buchstabenhau gk eiten der Code ge-
knadkt werdenkann. Sthen werdendieseCodesin [11] dargestellt.

6.3 Einmalsc hleussel-Kryptographie

Wahrend des ersten Weltkrieges erfanden 1917 beide Kriegsparteien un-

abhangig voneinander die sog. Einmalsdlusselkryptographié?. Diese Ver-

sthlusselungsformist unknadkbar, allerdingsaudh sehrunpraktisch.

A und B kennenbeideden Stlussel,wobei der Sthleisselmindestensgenauso
lang wie die Nadricht seinmu . Wie aud fur alle folgendenVersatlesse-
lungsarten mu das Alphabet zuerstin einer universell bekannten Art und

Weisenumerist codiert werden.Hierzu kann z.B. die folgendeTafel dienen:

AlBlC|..|z| |2].].
01[02] 03] ... [26] 2728|293

Alternativ kann nateirlich auch der ASCII oder BCD-Codeverwendetwerden.
Das Alphabet umfat hier 30 Zeichen (d.h. N = 30). Alice verwendet jetzt
z.B. denfolgendenSdlessel:

12011827032305102124
Nun addiert sie den Stleusselmit der Nachricht modulo N:

2laus dem englischen: eavesdropper
22engl.: One time pad
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Sdleussel | 12 01 18 27 03 23 05 10 21 24
Nachricht |/ U N | V E R S | T Y

21 14 09 22 05 18 19 09 20 25
Ergebnis ‘ 03 15 27 19 08 11 24 19 11 19

Bob, der den Sdlusselkenrt, kann jetzt die Nachricht durch Subtraktion des
Codesmodulo N ertschlusseln.Das Verfahrenhat aber mehrereNadteile:

1. Die Sdhlusselsind sehrlang.
2. Der Sclusselkann nur einmal verwendet werden.

Da die sichere Sthlussetibertragung problematisd ist, kann auch einleangerer
Code verwendet werden, wobei jedesmalein neuesTeilsteick gewahlt wird.
Durch Zusatzprotokolle ist es aucdh meglich, am Anfang der Nadricht ei-
ne Position in einer frei und eindeutig zuganglichen Quelle (z.B. in einem
Buch) zu kennzeitinen, z.B. einem Lexikon oder einem Roman. Die Posi-
tionsangale (Seite, Zeile, Spalte) stellt dann den Beginn desCodesdar. Die
Anwendung einessolten Codesbei Geheimdienstenist sehr schen aud in
[12] besdirieben.

6.4 Schlussel-Verteilungsproblem

Die sichere bzw. geheimeVerteilung der Sthlusselkann auf mehrereWeisen
erfolgen:

1. Klassiste physikalische Methoden (Ubertragung des Sclusselsdurch
ein Medium)

2. WUbertragung durch e entliche Stlussef®
3. Quantenmedanistie Methoden

Die klassisbien Methoden sind unsidier, d.h. sie kennen abgelert werden
ohneda eineder beteiligten Seitendies nachweisenkann.

Public-Key-Metho den

Die Public-Key-Methode wurde erst 1976vorgestellt und ist heute ein Stan-
dardverfahren der Sclussellommunikation. Es wird nicht nur von Banken
und anderenFinanzinstitutionen eingesetzt,sondernwird aud bei normaler

23engl.: public key cryptography
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email mittlerw eile in der Fassungvon Phil  Zimmermann als PGP?* vielfach
verwendet.

Das Verfahrenberuht darauf, da esin der Zahlertheorie Redinungengibt,
die in einer Richtung sehr einfad, in der anderen Richtung dagegensehr
sthwer durchzufehren sind. Konkret wird hierbei die Faktorisierung gro er
Zahlen betrachtet. Die beidenRichtungen lauten hier am Beispiel:

127 229=? 29083=? ?

Alice multipliziert zwei nur ihr bekannte gro e Primzahlen N; und N, und
vere entlicht das Produkt N; N,. Bob versdlesselt jetzt mit Hilfe des
© entlichen Produktes N; N, seineNadricht. Alice kann diesenun leicht
enschlusseln, da sie die Primzahlen kenrt wahrend alle anderenerst eine
Primfaktorzerlegung durchfehren meissen.Als Beispielist der RSA-Code in
Anhang B vorgestellt.

DiesesVerfahrenhat zwei Nadhteile:

1. Bei derzeitigen Faktorieralgorithmen skaliert die Redhendauer expo-
nertiell mit der Groe e von N; N,. Esist jedoch nicht bewiesenda
esnicht auch sdnellere Algorithmen geben kennte.

2. Fur (noch hypothetische) Quantencomputer gibt es Algorithmen, die
in polynomialer Zeit das Faktorisierungsproblemlesenkennen.

Das Problem der Sclussebbertragung kann jedoch dank der Quantenme-
chanik mit garartierter Sicherheit durchgetihrt werden.Viele weitergehende
Information zu den hier vorgestelltenSdlusselaustaudoverfahren ndet sich

in [13]und in dendort angegelenenQuellen.

6.5 BB84-Protok oll

Das Protokoll von Bennett und Brassard (s.[14) hat folgendenAblauf:

1. Alice prapariert Spin %-Teildwen in Eigenzuskande von x oder z, d.h.
jOi«,jliy, jOi, oder jli,, und sendetdiesean Bob. In realen Systemen
werden oft Photonen in den Zustandenj li, j $i ,j i undj i
prapariert. Da die Wahl desZweizustandssystemser die folgendeBe-
trachtung keine Rolle spielt, wird der Einfachheit halber beim Bild der
Spin-;-Teilchen geblieten.

2. Bob mit zufallig ausgevehlt entweder , oder ,.

24Infos unter http://www.heis e. de/ ct /pg pCA/pgp.s html
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3. O entliche Diskussion:
Bob und Alice verkeinden ® entlich die von ihnen ausgevehlten Rich-
tungen. Wenndie Richtungen mbereinstimmen,dann stimmen auch die
Ergebnissesberein, da perfekte Korrelation vorliegt. DieseQubits wer-
den akzeptiert. Die anderenQubits werdenignoriert.

4. Authenti cation:
Alice und Bob verkeinden e entlich einenTeil der akzeptierten Qubits.
WenndieseQubits mbereinstimmen,dann werdendie restlichen Qubits
als Sdlusselakzeptiert. Sollten sie nicht mbereinstimmenund kennen
Ubertragungsfehlerausgesislossenwerden, dann wurde ihr Sdleussel-
austaust abgelert.

Beispiel:
Qubit | Alice Bob Bob Oentl. Authent. Ergebnis Sdlussel
Zustand Richtung Ergebnis Diskus. Authent.

1 jOi z 0
2 iy X 1 OK
3 j1i, X 1
4 jli, z 1 OK 1 OK
5 jOi X 0 OK
6 jOi , X 1
7 iy X 1 OK 1 OK
8 jOi, z 0 OK 0 OK
9 jli, X 1
10 jOi, z 0 OK

Der Sdlesselist also sicher mbertragenworden und lautet 100.

Eve hert ab: Einfac he Strategie

Primitiv es Abheren bedeutet, da Eve einfadh mit. Nehmenwir an, sie
hatte beim ersten Qubit in z-Richtung gemessenSie mit entweder jOi,
oder jli,, da Alice den Zustand in x-Richtung prepariert hatte. Mit der
Wahrsdeinlichkeit % mit sie die falsthe Richtung (z.B. z statt x), mit der
gleichen Wahrsdeinlichkeit mit Bob die richtige Richtung und dasAbheren
fallt auf, d.h. die Wahrsdeinlichkeit beim Abheren einesQubits erwisdt zu

werdenist p= 3 % = . Die Wahrscheinlichkeit, da Eve die N Qubits nicht
3

andert, die fur die Authenti k ation benetigt werden,betragt daher 3 N Fer

hinreichend gro e N wird EvesAbheren daher mit Sicherheit nachgewiesen.
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In [13 werden weitere, intelligentere Abherverfahren vorgestellt, die aber
denncch detektiert werdenkennen.

Praktische AnwendungendiesesVerfahrensind bereits vielfach bei Ubertra-
gungeneber Glasfaserkbel verwendetworden, vor kurzemist auch erstmals
die Ubertragungdurch Luft gelungen(s. dazu[17]). DaherzeigenBankenund
andereFinanzinstitutionen bereits massiesInteressean dieserSlusseler-
teilungsmethade.

6.6 E91-Protok oll
Das Protokoll von Eker t [15] hat folgendenAblauf:

1. Eine Quelle emittiert Paare von Teilchen, die sich z.B. in dem Bell -
Singulett-Zustandj i = pl—E(jO]j j101) be nden. Einesder Teilchen
erhalt Alice, dasandereerhalt Bob.

2. Alice und Bob messenunabhangig voneinanderlhr Teilchen in einer
zufallig ausgevahlten Richtung. Dabei wahlen Sie einender folgenden
Winkel zur z-Achseaus:

Alice ,=0;
Bob b= 7,

'3
4

ST

3. O entliche Diskussion:
Alice und Bob geben lhre Richtungen (d.h. Me wink el) ® entlich be-
kannt. Dabei teilen Sie Messungenn zwei Gruppen ein:

Gleiche Richtung (Schlussel)
VerstiedeneRichtungen (Authenti k ation)

4. Authenti cation:
Die Ergebnisseihrer Messungenin verstiedene Richtungen werden
noch korreliert sein;dieswurde in Abscnitt 5.5 gezeigt.Sie geben die
Ergebnissedieser Messungenbekannt und ermitteln die Korrelation
zwisten lhren Ergebnissen:

S = E(ay) E(apt)+ E(agth) + E(az )
E(@h) = hg »i= (aB);  wobei
E(ayt) = 1= E(ash)
WerQ Ilhre Kommura'k_ation nichtp abgetert wurde, ergibt sih S =
2 2, ansonsten 2 S 2. Da der relative Fehler mit p3-

geh, lat sich evertuelles Abheren sehrsdnell ermitteln.
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Bei diesemProtokoll betragt die Wahrsdeinlichkeit, da Bob und Alice in
die gleiche Richtung messenp = %

Ob diesesVerfahren praktikabel ist, kann zur Zeit noch nicht ertschieden
werden.In [18]wird besdirieben, wie mittels desE91-Protokolls ein Sthlussel
einmal um den Genfer-Seeherum ubertragenwurde.

Weitere Einzelheitenaud hier wiederin [13].

6.7 B92-Protok oll

Das B92-Protokoll von Bennett [16] basiert auf einer Messungnicht senk-
recht zueinanderstehenderZustande®, wie esz.B. bei den sog.Gla uber -
Zustandender Fall ist (diessind koharerte Zustandedeselektromagnetisben
Feldes).In unseremFall betrachten wir eine zweidimensionaleBasis mit

fluoi;juiig und hugjusi 6 O;hugjugl = 1 hugjusi = 1

Bei piele dafur sind jugi: spin up, z-Achse,jusi: spin up, y-Achse.Diesebei-
den bilden eine Basisfur alle meglichen Spineinstellungen,ohne orthogonal
zu sein. Eine andere Realisierungsind Photonen, z.B. j i und j li Das
Protokoll sieit nun wie folgt aus:

1. A fuhrt eine zufallige Sequenzvon Messungendurch, z.B. mit End-
zustandenjugi; juqi; jusi; jUel ; juql;juoi; @ ::

2. A sendetdie Zustandean B.

3. B mit nun die erhaltenenZustande mittels folgenderOperatorerr®:
P = juoihugj
Po = juiihugj

4. Da auch B die beidenOperatoren zufallig anwendet, sind folgendevier
Ergebnissemeglich:

A sdickt jugi ) Pijugl = jugi  jugihugjugl = 0
A sdickt jugi ) Pojuoi = 1 oder 0%/

A sdiickt jusi ) Pijusi = 1 oder O

A sdickt juii ) Pojuii = 0

25engl.: non-orthogonal-statesmeasuremen
26Hierbei handelt essich um eine POVM-Messung (s. 4.7)
2"Der Zustand ist Pojugi = jugi  juzihuijugi = jupi jugi mit 2
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Die Ergebnisse, O und ,0 oder 1\ sollten etwas genauergefat werden:
Fur den Zustand jugi gilt folgendes:der Erwartungswert des Projektors Py
berednet sich zu:

I’Pli = hJojPljUOi = h.looni hJoonihUooni =1 1=0
Fur Py ergibt sidh:
WPoi = huojPojuoi = hugjuei  hugjusihugjuei = 1 jhugjuyij 2

Ahnlich fur ju,i. Fur Py besteh alsodie Meglichkeit eines, Clicks in der Ap-
paratur bei einemeinzelnemTeilchen. Das ErgebniseinereinzelnenMessung
ist O oder 1. Bei P; hingegengibt esniemalsein ,Click\ .

A | B || meg. Ergebnis.| Ergebnis| Stlussel
Ug | P1 0

u; | P 0/1 1 1
u; | Po 0

Ug | Po 0/1 0

u, | P, 0/1 1 1
Ug | Po 0/1 1 0
Ug | P1 0

u; | Py 0/1 1 1
u; | Po 0

Ug | P1 0

Ug | Po 0/1 0

Alle ,,0-Ergebnisse werdennicht betrachtet. B wei : wenn der Me ausgang
.Click\ ist und der Operator P, angevandt wurde, dann war das Zustand
juii. Als Sdleusselbits werden nun die von A verwendeten Zustande be-
nutzt. Teile des Gesantresultates werden vere entlicht. Es kann nun eber-
preft werden, ob E (ein earesdropper) mitgehert hat. Die gesante Click-
Wahrsdeinlichkeit ergibt sich ausder Addition der beidenErwartungswerte,
geteilt durch die Anzahl der meglichen Kombinationen:

2 .
Poick = - 1 jhugjuyij?

4
N.B.: DiesesErgebnislat sich auch erhalten, indem die Norm der ertstan-
denenZustande| i = Pojugi ausgevertet wird. Fur Projektoren ist der Er-

wartungswert namlich mit der Norm der enstandenen Zustande identisch
(Beispiel fur jugi):

h j i = hujPdPojugi = hugjPojuei wegenPY = P; P2 = P
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7 Teleportation

7.1 Einf mhrung

Da uns leider kein Heisemmergkompensator vorliegt [27] mu zuerst geklart
werden,was als Teleportation bezeitinet wird:

Def. 10 Telemrtation: Transfereinesunkekanntenquantenmechanischezdu-
standesvon einem Ort (A) an einen anderen Ort (B)

N e
SN

ly->

EPR-Quelle

Abbildung 1: Sdhematisde Darstellung von Quantenteleportation

Wie aus der Skizze ersiditlich wird, wird fur die Teleportation eine Quel-
le berotigt, die Bell -Zustande emittiert. Im folgendenbetrachten wir eine
Quelle, die zwei Teilchen im Singulett-Zustand (j i) ausstrahlt. Es kann
sich hier wie in Experimerten hau g verwendet um versdirankte Photonen
oder auch um Elektronen handeln. Eines der verstirankten Teilchen erhalt
A, dasandereB. A fehrt eine Bell -Messungmit dem zu teleportierenden
Zustand j i und seinemEPR-Teilchen durch. Danac teilt A das Me er-
gebnis wber einen klassishen Kommunikationskanal B mit. O ensichtlich
erfolgt dies mit Unterlichtgesdwindigkeit. B kann nun durch eine unitare
Transformation an seinemEPR-Teilchen den urspreinglichen Zustand wieder
herstellen. Wahrend der gesanten Teleportation ist keine Information eber
den Zustand gewonnenworden; hatte A einfad nur j i gemessendann ware
die Wellenfunktion kollabiert und B hatte keine Meglichkeit der Rekonstruk-
tion gehabt. Auch ist kein Klonen von Quantenzustandenmeglich, da A bei
der Bell -Messungden ursprenglichen Zustand zerswrt.

Seiim folgendenj i, = aj0i + hli der Zustand, der transferiert werdensoll.
Als Kanal dient der Bell -Zustand| i,3= pl—é(jOi oJliz  jli,j0i3), der die
zwei EPR-Teilchen (hier mit 2 und 3 bezeitinet) besdireibt. Diese beiden
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Zustande sind zunadst voneinanderunabhangig und werden darum durch
einen Produktzustand

J iz = Ji1 ] g3

a b ...
p—é(JOHJO'le's JO|1]1|210|3)+p_z(J:UlJO'ZJlli% J1i 1j1i 5j0i )

besdirieben.

A fuhrt nun eine lokale vollstandige (,POVM\ )-Messungan dem Zustand
der Teilchen 1 und 2 zusammenbeshireibt durch. Dazu wird der Zustand
mit Hilfe der Bell -Basis

] e = P—é(lohlllz j1i1j0i7)
] Tl = P—Q(JOHJO'z Jligjliy)

wie folgt umgestrieben:

iws= ol ] (a0l + bili);
+j i a0 + bli)s
+j i@ + boi);
+] Ti(ajli Goi)g]

Die Basistransformationerfolgt durch sukzessig Projektionen auf den 1-2-
Unterraum, fur den erstenKoe zien't ist dies

.. 1 . .
12h ] i3 = é(a10|3+t]1|3):

Nachdem der Zustand j i3 nun umgestrieben wurde, kann das Ergebnis
einer Messungan Teilchen 1 und 2 leicht bestimnt werden: A fehrt eine
Bell -Messungdurch, als Ergebniserhalt sie einender vier Bell zustande.
Damit ist der Zustand desTeilchens3 bei B eindeutig bestimmt. A teilt nun
B klassist ihr Ergebnismit. Mittels einer (eindeutigen) unitaren Operation
reproduziert B nun den ursprenglichen Zustandj i.

Mit Alice j i braucht B nichts zu tun, der neue Zustand des Teilchens
3 erntspricht bereits dem alten von 1. Im zweiten Fall wird eine Stern-
Gerla ch-Messungvorgenommenalsoder Operator , angevendet.Im drit-
ten Fall erhalt B durch Anwendungvon  und im vierten von  auf den
neuenZustand von Teilchen 3 den geweinsditen Zustand. Die Teleportation
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ist komplett.
Die obigenBell zustande sind im Photonerbild Polarisationen. Die Eigen-
sthaften desLichtfeldes sind im quartisierten Formalisnus diesellen wie im
klassistien Fall fur Felder mit gro er Photonenzahl,soda man die obigen
teleportierten Zustende wie folgt interpretieren kann (mit jaj = jbj 2
joi=j i,jli=j i)

Fall 1: linear polarisiert, vertikal

Fall 2: linear polarisiert, horizortal

Fall 3: linear, vertikal, um gegember Fall 1 phasewerstioben

Fall 4: linear, horizortal, um gegember Fall 2 phasewerstoben

Die Bell zustandezu interpretieren und zu messenist shwieriger.
Wichtige Eigenstbaften der Teleportation sind:

1. A besitzt keine Information eber den Anfangszustandmehr (der Zu-
stand wird nicht kopiert). Der ursprengliche Zustand des Teilchens
ist in einenTeil desBell zustandesbei A kollabiert. Aus dem Bell -
Zustand lat sich keine Information eber den urspreinglichen Zustand
gewinnen(Fidelity = 0,5).

2. Ein Zustandlat sich nicht mit v > c teleportieren; ohne das Telepho-
nat von A nach B wird B den Zustand nicht rekonstruierenkennen.
Jedach wei B sdhon mehr als ,nichts\ wber den Zustand: Die noch
fehlende, klassistie Information betragt 2 bit. Der komplette Zustand
lat sich als ein Vektor auf der Bloch kugel darstellen, und zur Be-
stimmung eines Vektors auf der Kugel werden mehr als 2 bit (zwei
kontiniuierliche Parameter) benetigt. Es ndet also eine Unterteilung
in klassisbe und nichtklassisdie Information statt.

3. Die berutzten Operatorensind samtlich linear. Deshalbkann die Tele-
portation aud fur Gemiste benutzen werden:
Be ndet sich Teilchen 1 in einem Gemisdizustand, so kann es auch
Teilsystemeinesgre eren Systemsansehenwerden, das sich in einem
reinenZustandbe ndet (s. Lemma?2), z.B. zusammengesetzuseinem
Teilchen 0 und Teilchen 1. Die Teilspur’® mber den reinen Zustand

.. 1 . . .
J 9—2(10001+111|01)

(@M
NIk O

) Spur(j ih j), =

281t. VorlesungTeilchen 2; mu aber wohl 0 sein?
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ist ein Gemisd. Bei einer soldhen Teleportation existiert vorher Ver-
sdirankung (quantenmedanisde Korrelation) zwisthen1 (Quelle) und
0 (Hilfsteilchen), savie zwisten 2 (dem WUberbringer) und 3 (Ziel).
Durch die Messungwerden 1 und 2 savie 0 und 3 miteinander ver-
sdirankt, und da O nicht naher belkanrt ist, wird damit das Gemisdh
e ektiv von 1 auf 3 ubertragen.

7.2 Separierbare Zustande

Wie oben gezeigt,werden zur Telportation versdirankte Zustande benetigt.
Diese Verstirankung (quantenmedanisdie Korrelation) tritt nicht bei Pro-
duktzustandenund ausihnen zusammengebauteiemisden (,, separierbare
Zustanda ?°) auf: Ein separierbarerZustand besitzt klassistie Korrelation
in Form gleidher (klassistier) Wahrsdeinlichkeiten. Z.B. ist eine korrelierte,
separierbareDichtematrix:

X . - . . . -
= Pjaih A s iheg; ]

Dieseist auskorrelierten lokalen Operationen aufgebaut:

1. Erzeugemit der Wahrsdeinlichkeit p; den Produktzustand
j l;Ai J l;Bi-

2. Erzeugemit der Wahrsdeinlichkeit p, den Produktzustand
j 2;Ai J 2;Bi-

3. Sofortfahren, bis alle gewinsditen Zustandedrin sind.

Alle Zustandein A und in B wurden durch lokale Operationenerzeugt(z.B.
vonj . 7' i in A bzw. B).

Eine andere Facette diesesSadwerhaltes ist durch die Tatsahe gegelen,
da der versdirankte Bell zustandj i = pl—é(jOO' + j11i) die Dichtematrix

j Tih *j besitzt. Dieseist jedoch ungleich der Dichtematrix

= %jOO’hOOj+ %jl]jhljj = %(jOihOjA jOiGjs + jlihlja  jlihljs)

7.3 UWbertragung von Verschrankung

Die im folgendenvorgestellten Gedanlengange enstammen [19], [20] und
den darin zitierten Arbeiten.

29engl. seperable state
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Abbildung 2: Vor Alice Operation
Abbildung 3: Nad Alice Operation

Am Anfang besitzenA und B wie in 2 gezeigtzwei korrelierte Quantenpaare.
Die Aufgabe bestelt nun darin, da durch lokale Operationen von A der
Zustand in Abbildung 3 realisiert werdensoll, d.h. da die Teilchen von A
und B nicht mehr miteinander, sondernuntereinanderkorreliert sind. Hierbei
kann z.B. die Vorstellung helfen,da A ein gut ausgestatteted abor besitzt
und leicht gemeinsameyersdirankte Zustande manipulieren kann, wahrend
B nicht mber dieseMeglichkeit verfegt.

Im folgendenwerdeneinigeAnfangssituationenund die meglichenVersdiran-
kungenbesdtirieben.

1. Idealer Fall: Alice und Bob haben zwei Singulett-Paare:
Die Wellenfunktion jedeseinzelnenTeilchenpaaresst also

j 0= pl—z(jOijli jLij 0i)
und somit die Gesantwellenfunktion
jio= %[jOOijl]j+j1]jjOOi jO1j 10 j1Gj01i]

Alice fuhrt nun eineBell -Messungdurch, d.h.

o R T . .
joiah jio= ] |A§P—§(J 105 + jOlig) = 5 Tal e mit
j oia = 15‘1—é (jo1 j10i) bzw.
e e ., . ..
j Tiah )1 = =] Tiaj] Tig usw.
2
Mit der Wahrsdeinlichkeit P . = 7, soda nach der MessungBobs

Teilchenim Zustandj i, i sind, obwohl die Lichtkegelseinerbei-
den Teilchen versdiedenseinkennenund sie keinerlei Wedselwirkung
unterlagen.
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2. Alice und Bob teilen sich zwei Paarein versdiedenenZustanden,von

deneneiner noch Singulett ist:
Die Zustandeder beiden Teilchen sind damit also

j iy = pl—é(jOijli 1ij 0 )
j i, = cos()j0ijli sin() jlijOi:
Im Fall cog() = sin’() = 3 ist dieswiederFall 1. Jetzt ist somit der
Gesantzustand
j = pl—é[cos()jOO'j 11i + sin() j11ij 00
cog) jOLj1G  sin() j10j01i]

Jetzt fehrt Alice wiedereineidealeBell -Messungdurch:

i 0= iapl cog) j10is + sin() jOLie]
1. . . .
= EJ iaj () is und
it i 0= fiaglcog) j0s + sin() j0%ie]

HierbeiistP (, . (, = 2undE( )= E( )= E,daalleSchmidt -
Koe zien ten identisch sind.

3. Alice und Bob teilen sich zwei gleiche, nicht-Singulett Zustande:
coq) jOijli  sin() jlLijoi und damit
cog() jOGj 11 + sin®() j11ij00

co§) sin() (jOLj10 + j1Gj0x)

j i1;2
joi

Jetzt fuhrt Alice wiedereineidealeBell -Messungdurch, d.h. mit

pl—z(jOOi j11)  und

—
I

—
I

pl—é (jou j10) wird z.B.

i iah i j iApl—é[ co{) sin()] (j10° jOY)
[cod) sin()] | iaj s

Hierbei ist P = sin’() co$() die Wahrsdeinlichkeit fur diesen
Zustand. Dieswird noch in Absdnitt 8 im Detail betrachtet. Hier soll
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lediglich angemerktwerden, da Versdrankung ahnlich wie Energie
nur transferiert, aber nicht erzeugtwerdenkann. Entsprediend ist

i iah 0= ] iApl_z co2() jllis sir’() j00g
N2 = %coé‘() + sin®() Normquadrat

Es kann gezeigtwerden,da E;j,() < E. Das Quadrat der Norm
gibt zugleit die Wahrsdeinlichkeit fur diesenZustandan, d.h. P =
2 cog() +sin’() . Die Wahrsdeinlichkeit fur heher versdirankte
Zustandeist daherklein.

Ein (experimertaltechnisdhes) o enes Problem ist die Frage, wie eine
Bell -Messungdurchgekhrt werdenkann. Bei denheau g verwendeten
Photonen messennichtlineare Medien verwendet werden, die aber erst
bei hohen Intensitaten nutzbar sind und nicht wie benetigt bei einzel-
nenPhotonenpaaren Daherkommennur lineare optische Elemerte zur
Anwendung.In [21] und [22] wird dasfer diesenFall (leider) relevante
Theorembewiesen:

Theorem 9 No-Go-Theorem:
Es ist unmeglich, komplette Bell -Messungenbei Photonen durchzu-
fuhren, ohne nichtlineare optische Element zu benutzen.

Hierbei stehen ,lineare optische Elemerte\ fur eine Klasse unitarer
Operationen.Es bleibt die Frage,ob esmeglich ist, Messungeran teil-
weiseverstirankten Zustandendurchzufehren.

. A und B teilen sich zwei Singuletts (unvollstandige Bell -Messung):
Wie im erstenFall teilen sich A und B zwei Singuletts:

ji o= pl—é(jOijli i1ij 0i)

aber in diesemFall mit Alice

cos()jOlL sin() j1O = ™ ia

sin() joli + cog) j10 = j~in

cos()jOlL sin() j1O = [T ia
j7

sin() jO1 + coq) j10
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Hierbei handelt essich nur um ein Beispiell Es kennte sein,da esnoch
bessereMeglichkeiten gibt. Die Versdirankung betragt jetzt

E

E(A)=E(7)
cog() log(cos())  sin?() log(sin?())

Eine Projektion auf den Singulett-Zustand ergibt nun
j oiah jio=j ~|A§[COS() j10 sin() jOlig]

Die Wahrsdeinlichkeit fur jedenBell -Zustand betragt aud hier

P =P = %. Bob verfegt jetzt mber einenZustand mit der Versdiran-
kung E. DiesesErgebnis sollte nicht mit idealen sondernmit realen
Messungenverglichen werden.

7.4 Dic htes Quantenco dieren

Dichtes Quantenkodieren®® wurde von [23] vorgestellt. Die Idee ist hierbei,
in einem Qubit zwei bits zu codieren bzw. in n Qubits 2n bits. Alice sendet
hierbei ein Teil einesversdirankten Paaresan Bob, der darauf einige lokale
Operationenanwendetund danad Alice dasTeilchen zurecksendet. Sdlie -
lich fuhrt Alice eine Bell -Messungdurch. Die vier meglichen Ergebnisse
kennenals die zwei mbertragenenBits verstandenwerden.

Protokoll:

1. Alice prapariert ein Singulett

] Tas = p_z(JO|A11|B jliajOig)

2. Bob fuhrt einelokale unitare Operation durch3?:

B i B | B
i i L

Us = Ug(; ;)=e' ze' ve
j (i 3 )i = Ugj] ias

mit

30engl. Quantum DenseCoding
3lstimmen die Winkel ?
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Insbesonderesind die Zustande

j(OJO;O)iA;B = ] iA;B

i 0:05)ias = (cos 5 isin 5 2] s
= PLOOIT +1i0) | “ine
j (O;E;O)iA;B = i 5] i as  j Tias
j (E;E;O)iA;B = (17 ias 2 ias ] ias

3. Alice fuhrt eineBell -Messungan beidenTeilchendurch. Da bei dieser
Bell -Messungvier Ergebnissemeglich sind, hat Bob ihr alsozwei bit
an Informationen ubertragen. Ein gegelenenfallslausdenderEve kann
diese Information nicht decalieren, da sie nicht mber Alice Teilchen
verfugt und daher bei der Spurbildung eber Alice-Raum die Informa-
tion verloren geh.
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8 Purik ation und Destillation

Die Gewinrung von reinen Zustanden wird als Puri k ation, die Erhehung
der Versdrankung wird als Destillation bezeitinet. In der Literatur werden
dieseBegri e jedoch oft vermisdit.

Die grundlegendeldee bestett darin, da fur Anwendungen(z.B. Telepor-
tation) reine und maximal verstirankte Zustande benetigt werden, experi-
mertell jedoch nur gemistite (und damit per De nition nicht vollstandig
verstirankte) Zustande vorliegen.

8.1 Purik ation unter Benutzung von POVMs

Hierbei wird dasExperimert auf lokale Operationenund klassistie Kommu-
nikation besdirankt. Wie aud im vorherigen Kapitel sind dies die einzigen
erlaubten und , billigen\ -Operationen.
Wird z.B. der Zustand mit der Dichtematrix

= Fj ih j+ (1 F)jliih1y F 2[0;1]

betrachtet. Hierbeiist F = Spur( j 1h ) die Fidelity. Betragt siel, dann
handelt essich um denmaximal versdirankten Singulett-Zustand. Betrachten
wir hierfur die CHSH-Ungleidungen

S jE(a;D) + E(he) + E(e;d) E(d;a)j mit
\ (&) V(e =\ (4=,

Hierbei liegenalle Winkel in einer Ebene,wobei die Benennung in mathema-
tisch positiver Richtung erfolgt. Dann kann gezeigtwerden, da

S = F S( )+(@ F) s11)= 2p§F + pé(l F)
betragt. Der Fal|oS_ > 2, d.h. die Verletzungder CHSH-Ungleitwung erfolgt,
sobaldl F 2 1erfullt ist.
Nicht nur ausdiesemehertheoretisdhen Interesseherausist die Destillation
interessam, sondernz.B. in Fallen, in denen Quantenzus®nde gesgeidcert
werdensollen.Ein Zustandj11i erispricht z.B. einer Zweiphotonenanregung
in einemSystem,die erheblith schneller dissipiertalsdieinj i erthaltenen
Einphotonenanregungen.

8.2 POVM aus einem abstrakten Blic kwink el
P

Def. 11 POVM is ein SatzV; von Operatoren, so da Viy\/i = . Die V,
i

sind nicht notwendigerweiséermitesch,aker V'V, = O; ist eine Observable.
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P _
Insbesondereist O; = . Darausfolgt V, = P O; fur O 0. Nach der
Messungbetragt die Dichtematrix

Vv
Spur V; Vv’

Def. 12 Lokale POVM fur zusammengesetzt&ystemesind POVM V, =
VA VB fur jedesi.
Fidelity:

F = Spur j th j=hjj i 1
Jetzt wird eine POVM-Messungdurchgekihrt mittels

Of® =  jOiaghOj+ (1 )jliag hij 0
0% = (1 )jOiagh0j+ J’qliA;Bhlj

A = Of+0y VA= 0 und
vA = Pojoiamgi+ P T jiang

Der Zustand nach der Messungvon Of  Of wird durch die Dichtematrix
o _ VI VP (V)Y (VP
Spur(Of 0F )

bestrieben. Hierbei ist3?

Spur O OF F@ )+@ F)2 )% undsomit
0 F (1 ) th j+ (1 F)1 )2j11ih1]j
F@Q )+@ F)@a ):

Fj ith j+@Q@ F)(2 )j1lih1y
F +Q F)1 )

Damit geht die neueFidelity

F
0 = I |
F F+a ) l1falls ! 1

1
FO > F falls > >

Diesist klar, wenndie strengmonotoneStetigkeit betrachtet wird und durch
explizites Einsetzen 1 als Fixpunkt identi ziert wird. Allerdings geht die
Wahrsdeinlichkeit fur solde Zustande

P=[F +(1 F)@ )@ )! omit ! 1

32hjer fehlt noch was ?
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8.3 Purik ation unter Benutzung von Control-NOT
Op erationen

DieserAbsdnitt basiertauf[24], [25]und [26]. Wir betrachten einenZustand
mit der Dichtematrix ,derh jj i=F> %erfullt. Alice und Bob teilen
sich Paare einer Quelle die durch  besdirieben wird.

Prozedur:

1. Zufellige bilaterale Rotationen:
A und B fuhren die gleichen lokalen und zufelligen Rotationen von
durch. Dabei bleibt j i invariant wahrend die orthogonalen Un-
terraume , durcheinandergewirbelt\ werden.

joi 1 jo% = coq) jOi + € sin() jili
jli v j1% = sin() joi + € cos() jii und damit
i dgo
it pl—zcos() sin() jO0i + &2 j11i + pl—éeij |
i pl—_ jod + €2 j11i
2
i pl—é(cosz() sin?()) jo0 &2 jili +pl—§e"j |

Nach dieserOperation betragt die Dichtematrix

1 F
3

1 F 1 F
_ = Ch i+
— 1 J 3

Fj ih j+ i Yih *j+j ih j+j *ih ¥

DieserZustand wird Werner -Zustand®® genan.

2. Unilaterale Pauli -Rotation:
A wendet yan, j i! j 1.

3. Bilaterale C-NOT-Operation:
Alice und Bob nehmenzwei Paare vom Teilchenenserhle und wenden
auf diesePaare die C-NOT-Operation an. Bezeitinet Alice ihre Teil-
chenmit A1, A, und Bob seinemit B;, B,, wobei Teilchen 1 jeweils als

33Deutscher Physiker aus Braunschweig
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Quell-, Teilchen 2 als Zielteilchen bezeitinet wird, dannist die Dichte-
matrix

A1;B1 A2:B2.
. .

+

Die Wirkung der Control-NOT-Op eration auf Zustande betragt

C-NOT]j0ip,jOia, = jOia,jOia,

C-NOT]jOip,jlia, = jOia,jlia,

C-NOTjlip,jOia, = jlia,jlia,

C-NOTjlia,jlia, = jlia,jOia,
O ensichtlich kann die Abbildung durch eineunitare Transformations-
matrix besdirieben werden, sie ist also reversibel. Dies pradestiniert

sie zu einemuniversellenGatter fer einen Quantencomputer. Fer die
Bell -Zustandeergibt sich:

Anfangszusende | Endzus®nde

Quelle Ziel Quelle | Ziel
+ +
+ +

Zum Beispielist

C-NOTj i1 j Yi, C-NOT§[|O|A110|E;l jlia,jlig,]
[0ia,jOig, + jlip,jlig,]

1 .

P—é 1000, iz J1di4) Tz
= J daged Tiages

Die anderenKombinationen werden ertsprechend beredinet.

. Messung:
A und B messen 22 bzw. B2 ihrer Zielteilchen. Sieteilen sich die Er-
gebnissamit und behaltendie Quellpaarefalls dasErgebnisbei beiden
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Messungemgleid ist (d.h. die Richtung desZielteilchenspins).Andern-
falls ubergehersieihr Quellpaar. Diesbedeutet,da sieihre Dichtema-
trix aufdenRaum  desZielsprojezierenbzw. ihren Eingangszustand
auf den Unterraum f ; g.

Frage:Wie gro ist die Fidelity F°=h *j gj *i?

mit P = F2 war der Ausgangszustand *i4j i,

mit P = % war der Ausgangszustand iq) i
mit P = "2 war der Ausgangszustand ii1j i
mit P = &5 war der Ausgangszustand  i1j i,
FO = —— 2%  mit
P.
(1 F)2 FO F) (1 F)2
P, = F2+ + 2 +4
" 9 3 9

Hierbei ist P, die Wahrsdeinlichkeit einer positiven Projektion. Falls
F>Zist F> F.

. Unilaterale Pauli -Rotation mit :

1 F°

Lo =FY ih j
‘1IJ+3

o)

Mittels Iteration kann F°nun beliebignahean 1 gebradt werden,d.h.
eine ,perfekte Fidelity\ erreicht werden.
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9 Quanten-Rec hnen

Dieser Abscnitt oriertiert sich an [30], weitere Informationen z.B. in [28]
und [29].

9.1 Kilassisches Rechnen

Im folgendensollenwichtige Begri e desklassistien Redinensde niert wer-
den.

Rednenist ein physikalisther Proze , der ein Eingale in eine Ausgale
transformiert. Im folgendenwird mit klassisbem Rednen diejenigen
Redernvorgangebezeitinet, die rein mit klassistien physikalischen Ge-
setzenbesdireibbar sind und nicht quantenkoharene Prozesseberut-
zen.

Algorithmen kennenals langsamoder schnel eingestuftwerden.Dafer
wird mit der Sdrittanzahl n, und der Eingabegm® e N (in bits) noch
die Gro e n; = log, N de niert. Fernerbezeitinet im folgenden

x .
Poly (x; m) := ax' a2 ;m<l1
i=0

SdnellesRednen: Erfellt der Algorithmus die Bedingung
ne  Poly(ni;k) O(nf)

fur ein beliebigesaber festesk, dann hei t er sdnell bzw. Mitglie-
der der KlasseP.

LangsamesRednen: Gilt fur jedesk > 0 n, > Poly(n;i;k) (fer
ni ! 1) soheit der Algorithmus langsam (skaliert exponerti-
ell) oder Mitglied der KlasseNP. Der Beweis, das ein gegelender
Algorithmus zur Klasse NP gebhert ist im allgemeinensdwer zu
fuhren. Algorithmen, bei denendieserBeweisgelungenist, werden
daher als Mitglied der KlasseNP-komplett bezeitinet.

Beispielhaft sei hier das Problem des reisendenGestaftsmanns er-
wahnt. Hierbei geit esum die Frage,wasder keirzesteWegzwisdhen N
Punkten in einer Ebeneist, wenn jeder Punkt einmal erreictht werden
mu . DiesesProblem gelort zu der Klasse NP-komplett. Durch Ge-
gerbeispiele(d.h. Algorithmen mit polynomialer Laufzeit) kann aber
gezeigtwerden,da bereitsbei geringenZusatzannahmerdas Problem
zur KlasseP gebhort.
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Als weiteres Beispiel sei die sequetielle Addition (Zier fur Zier)
zweier Zahlen N; und N, mit n; Ziern betrachtet. O ensichtlich ist
No . O(N;) < O(n?).

Im Gegensatzdazu benetigen eine (naiv@@ktorisierung, bei der ein-
fach die Zahl M = M; M, durch 1;:::;" M geteilt wird,

loga(M)

No 0(pm=0(2 ) = 0(27):

Ist hierbei allerdings z.B. M; bekannt, dann kann das Problem in po-
lynomialer Zeit gest werden.

Wichtig ist daherimmer, zwisden der KlasseeinesProblems(z.B. Tra-
velling Salesman)und der Klasse eines Algorithmus (z.B. Faktorisie-
rung) zu unterscheiden. Wenn ein Problem in der KlasseNP-komplett
liegt, dann kann eskeinenAlgorithmusin der KlasseP geben. Liegt da-
gegender Algorithmus in der KlasseNP, dann bedeutetdiesnicht, da
alle Algorithmen in dieserKlasseliegen. Ein sthenesBeispiel hierfur
ist Shor s Faktorisierungsalgorithnus (s.11.1).

Universele Computer sind Redner, die jedemegliche Redhnung durch-
fuhren kennen. Sie stellen eine Abstraktion von der konkreten Hard-
ware dar; so ist der medanishie Redner von Charles Babba ge
naterlich ganz anders zu programmierenals der der erste elektroni-
sthe Redhnervon Konrad Zuse, welder sich in der Programmierung
selbstwiedergrundlegendvon einemmodernenRedner mit z.B. einem
Alpha-Prozessoruntersaeidet.

UniverselleComputer verfegen eiber
{ bits, dassind (klassistie) Registerdie die Werte 0 und 1 aufneh-

men kennen. Hiermit kann jede Zahl codiert werden, z.B. 23 =
10111unter Berutzung desBinarsystems;

{ Gatter, z.B.
AND
NOT | 1O
I TO 00| O
0l 1 01| 0
110 10| O
11| 1

{ universelleGatter, die aus endlich vielen Gattern aufgebautsind
und die jede denkbareBeredinung durchfehren kennen.
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9.2 Quantenrec hnen

Auch hier sollenim folgendenzuerstdie Begri e geklart werden:

Quantenredinenist ein quartenphysikalischer Proze , der Eingalen in
Ausgalen transformiert. Hierbei kennen Quantenphanomenewie Su-
perposition, Versdirankung etc. verwendet werden; da die klassisbe
Physik als Grenzfall in der Quantenphysik erthalten ist, ist dieseDe-
nition des Rednes weiter, ein Quantenrechner kann aud klassist
rechnen.

Eingaben/Ausgaben werden durch Zustande einesphysikalischen Sy-

ne Zahl kann dann z.B. mittels N ! jNi codiert werden.

Ideales Quantenrchnen bestirankt sich auf diejenigendatenverarbei-
tende Operationen, die durch unitare Operatoren bestirieben werden
kennen.Diesist naterlich eineldealisierung.Sieist aber insofernneitz-
lich, alsda hiermit die prinzipiellen Vorgehenswisenbeim Quanten-
rechnen gut bestirieben werdenkennen.

Problematisd ist z.B. die AND-Operation, da sievom H, auf denH,
abbildet. Als weiteres Beispiel sei die nicht unitare Paritatsoperation

betrachtet:
joi ! jOi
ju ot
j2i v O
j3 Y i
DiesesProblemkann durch Hinzunahmeder Umgebungumgangenwer-
den:
joijoi ! joijoi
jLjoi vl i
j2ij0i ' joijai
j3joi ! jLjoi

Quantenparallelitat:
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seidie betrachtete Funktion. Z.B. kann f durch die unitare Operation

Ujoijoi ! jOij f (0)i
Ujzioi ! jlijf ()i
Ujnijoi ! jnijf (n)i

vermittelt werden.Savohl die Anfangszuseindealsaud die Endzus@nde
sind orthonormal, d.h. einesolthe unitare Transformationexistiert (auch
fur f = const). Praparierenwir nun die Quantensuperposition

1 xn
j = p— jkij Oi dann ist
n+1 K0
1 xn
U i = p—— jkij f (K)i;
n+1 K0

d.h. alle Werte werdensimultan berednet. Allerdings ist die Ausgale
nicht einfad, im Prinzip sogarunmeglich, da die Messungdie Super-
position zers®rt.

Bedingte Dynamik
Einige wichtige Operationen, die auf ein Register wirken, hangenvon
dem anderenRegisterab:
U = joihQjUp + jlihjU, + :::
Ein Beispiel hierfur ist die C-NOT-Operation aus Absdnitt 8.3.

Langsameaund sdnellesRedinen

Da der Quantenredner den klassistien Redner beinhaltet, sind alle
sdinellen Algorithmen auch auf dem Quantenredhner sdnell. Es exi-
stieren allerdings einige sdinelle Quantenalgorithmen, die kein klassi-
sthesGegenstick besitzten, z.B. Shor s-Faktorisierungsalgorithnus.

Naterlich kennennur Problemeder Klasse NP einensdnellen Quan-
tenalgorithmus besitzten.

Als Beispielseider Deutsch -Algorithmus betrachtet, der hier verein-
facht vorgestellt werden soll. Es werdenalle meglichen Funktionen

f.f0;1g ! f0;1g

betrachtet. Diessind f; = , f, = NOT, g = Ound g, = 1. Die
logisthen Tafeln lauten also:
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fq fs o)1 O
| | O | | O | | O | | O
0/ 0 0|1 0/ 0 0|1
111 110 1|10 111

Die Funktionen f; und f, sind ausgegliben, d.h. die Funktion hat ge-
nausohau g O wie 1 als Ergebnis. Bei den Funktionen g; und g, ist
dies o ensichtlich nicht der Fall.

Das Problemvon Deutsch besteh nun in der Annahme,da eineun-
bekannte Funktion h, deren Beretinung sehrlangwierigist (z.B. zweli
Stunden), gegelen ist und innerhalb kurzer Zeit herausgefunderwer-
den soll, ob dieseineausgeglibeneoder unausgeglibene Funktion ist.
Wahrend ein klassistier Computer die Funktion zweimal beredinen
mu (einmal fur O und einmal fur 1 als Eingabe), wird ein Quanten-
computer nach folgendemStemaan das Problem herangehen:

|0>—> [%\ - - UA ——

|1>_> l%\ > =UA .

Es werdenzwei Qubits jOi und j1i geladen.Diesewerdenzuersteinzeln
(lokal) mittels der schnellen Operation (!) Ua transformiert:

UajOi = pl—é(j0i+j1i)
Unjli = pl—é(jOi i1i)  d.h.
j0i jL ! UajOi  Uajli

= %(jOi +jli) (jOi  jLi)=:j i
Uy wird jetzt mit dieserSuperposition als Eingabe durchgekihrt. Dabei
st

Unhji; ji = ji;j  h(i)i mit
a b (a+ b mod 2
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Wennz.B. h = f4 ist. dannist
UnjO;0i = jO; Qi
UnjOo; i = jO; i
UnjL;0i = j1; 1
UnjL; i = j1;0i und damit
Unj oI = %(jOi joijoi i+ L jiL jai joi)
= é(]OI j) (O jLi) = i
Absdlie end werdendie Qubits wieder lokal zureicktransformiert:
UA UAJ 3i = jlll

Analog kann dieseRednung fur die anderendrei meglichen Funktionen
durchgethrt werden. Es ergibt sich

f1(jO%) = jlli

f2(j0li) = j1li
G (jOL) = jOli
%(j01) = jOli

Durch MessungdeserstenQubits kann alsoertschiedenwerden,ob die
Funktion ausgegliben ist oder nicht.

Der Originalalgorithmus ist komplizierter, da der allgemeinererall von
Funktionen in n dimensionalenRaumen betrachtet wird. Mit einer
gewissenWahrsdeinlichkeit werden die Redinungen mit dem Quan-
tenalgorithmus exponertiell gegember dem klassisbien Algorithmus
bestleunigt.

Universele Quantenomputer sind eine Abstraktion von der konkreten
physikalischen Realisation. Sie kennen jede denkbare quartenphysika-
lische Redhnung durchfehren und verfugendaher uber

{ Qubits: Elemertare Quantenregister,die durch Zweizustands-Sys-
teme realisiert fj Oi ; j1lig sind. Damit kann z.B. die Zahl 23 durch
die funf Qubits j10111 dargestellt werden.

{ Quantengatter: Elemertare unitare Operationen, die auf Qubits
wirken. Dies kennenz.B. die folgendenOperationensein:
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I [C-NOT

| V() joijOi | joij Oi
jOi | cog )j0oi ie" sin( )j1i jOij1i | jOij i
jli |ie " sin( )j0i + cog )jii jj0i | jlij i
j1ij 1 | jaijoi

{ UniverselleQuantengatter: Mengevon Gattern, die jededenkbare
Beretinung erlauben. Hierbei sind kontinuierliche unitare Trans-
formationen erlaubt, d.h. die Menge der Gatter kann unendlich
gro sein.V( ;' ), C-NOT realisiereneine solthhe Menge. Beweis
in [30.

Fer Photonen werden die zwei Gatter V und C-NOT durch Ro-
tationen der Polarisation und Phasenshieber realisiert, beide ex-
perimertell leicht realisierbar.
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10 Fehlerk orrektur

10.1 Klassisc he Fehler

Als einer der ersten Theoretiker hat Shannon das Problem der Ubert-
ragung von Informationen wuber verraustite Kanale untersutt. Die naive
Lesungsneglichkeit die Hardware zu verbessernsdieidet oft aus Kosten-
greanden oder technologisdien Unzulanglichkeiten aus. Daher bleibt nur die
Meglichkeit, gegendie Fehler ,anzukampfen . Hierbei besteh die Meglich-
keit durch redundartes Sendenvon Informationen eine Fehlerkorrektur zu
implemertieren.

Im allgemeinenwerdenzwei Arten von Fehlern unterschieden:

Speicherfehler- gesgeicherte Information wird im Laufe der Zeit einer
zufelligen Transformation unterzogen

Operationsfehler- Wahrend einer (Rechen-)Operation tritt ein Fehler
auf

Beide Fehlertypen sind im Ergebnisidentisch (inkorrekte Daten), aufgrund
der einfacheren Besdireibung wird die folgende Betrachtung aber nur fer
Speicherfehlerdurchgetihrt.

10.2 Klassisc he Fehlerk orrektur

An einer Speicherposition sei ein bit (d.h. entweder 0 oder 1) gesgeichert.
Mit P( ) wird die Wahrsdeinlichkeit, dassich dasbetrachtete Bit nad der
Zeit geandert hat, bezeitinet. P( ) ist eine monoton wachsendeFunktion
und sollte P( ) 1 erfullen.

Im folgendenwerde das redundarte Codieren betrachtet. Hierbei wird jedes
Bit z.B. durch drei bits besdirieben:

0O ! 000
1! 111

Die dreibit-Sequenzenbzw. allgemeinn-bit-Sequenzenwerden Codewerter
genanri.

Die Wahrsdheinlichkeit, da nad der Zeit ein Fehler aufgetretenist, be-
tragt unter der Annahme,da P( ) fur jedes, physikalische bit\ statistisch
unabhangig ist:

Kein Fehler:(1 P())3
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Fehlerin einembit34: 3P( )(1 P( ))?
Fehlerin zwei bits: 3P2( )(1 P())

Fehlerin drei bits: P3( )
Die Fehlerkorrektur erfolgt jetzt durch ,, Abstimmung :
3 bits identisc h: Keine Korrektur durchgetihrt.

1 bit anders: Diesesbit wird auf den Wert der zwei anderengesetzt.

Wie gro ist die Wahrsdeinlichkeit, da diese Mehrheitserischeidung tat-
sachlich dasrichtige Ergebnisliefert3>?

P = (1 P)*+3@1 P)®P =1 3P*+2P°
Wahrend ohne Fehlerkorrektur die Wahrsdeinlichkeit fer ein richtiges Er-
gebnislautet

1
putker = (1 P)<PY"  fallsP 5

Noch bessersielt die Situation aus, wenn hau g korrigiert und ein langer
Zeitraum betrachtet wird. Wacdst zum Beispiel die Fehlerwahrsdeinlichkeit
linear, d.h. P = ¢ und korrigierenwir N mal in der betrachteten Zeit, d.h.

= &, dannist

Pt‘fN:13—+2W T1oexp

10.3 Quantenfehler

Wie im klassistien Fall kennenSpeicherfehlerund Retenfehler(Operations-
fehler) unterschiedenwerden. Ist der Quantencomputer mit Spinsrealisiert,
dann kennendie Spinsumklappen, d.h. der Zustand

J 1T = cj0i + ¢jli
geht nach einer Zeit wberin den Zustand

«] 1T = Cjli + ¢4j0i
Auch ein Phasewerstwub ist meglich. Versdiebt sich die Phaseum , dann
geht j i wberin

2 1= 0 ¢jli

34esgibt drei Meglichkeiten: 000! 001,010 und 100
35Bei Fehlern in zwei oder drei Codierbits versagtnaterlich die Korrektur
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10.4 Quantenfehlerk orrektur
Codierung und Fehlerw ahrscheinlic hkeit

Um Umklappprozessekorrigieren zu kennen, kann folgenderedundarte Co-
dierung verwendet werden

joi, ! jood
jli, ! j11d

wahrend bei Phasewersdub um  folgenderedundarte Codierung sinnvoll
ist:

i, ! i i =p%(j0i i1i)
L, i da ,ji =ji

Im folgendenbetrachten wir zunachst nur Umklappfehler.
Die Wahrsdeinlichkeit fer Fehler betragt vor der Korrektur

(1 P )3da kein Fehleraufgetretenist.
3 (1 P)?P da ein Spin umgeklapptist.
3 (1 P)P2da zweiSpinsumgeklapptsind.
P3 da alle drei Spinsumgeklappt sind.
Die Fehlerkorrektur lauft nun in folgendenSdritten ab:
Zuerst erfolgt eine Messungmit
P = j000h00Q + j111ih11]]

Ist der Messausgangpositiv, dann ist kein Fehler aufgetretenund das
Verfahrenist beendet.Ansonsten

erfolgt eine Messung
P = j100h10Q + jO11h01]:

Ist diesepositiv, dannwird der Fehler durch Anwendungvon ! korri-
giert. Bei negativem Ergebnis
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erfolgt eine Messung
P = j010h01Q + j101ih103:

Ist diesepositiv, dann wird der Fehler durch Anwendungvon 2 kor-
rigiert ansonstenmu der Fehlerim dritten Bit aufgetretensein und
daherwird 2 zur Korrektur angevendet.

Die Wahrsdeinlichkeit, da die Korrektur erfolgreid war, betragt

1
pkm = (1 P)>*+3P (@1 P)’>@1 P) falsP . 5
Wadst die Fehlerwahrsdeinlichkeit z.B. linear mit der Zeit, d.h. P = ¢
und korrigierenwir N mal in der Zeit t, d.h. = & dann betragt die Wahr-
scheinlichkeit fur ein korrektes Resultat
I
2 3° N

ct ct
P = (@ sPr+2R)N 1 3 & 42 o

)2 (ct)?
NI o 3(R)N = g 35§ NI g,

Allgemeiner Fall

Wahrend die Fehlerlkorrektur problemlosfer einender Fehlerlle (entweler
Spinumklapp oder Phasewersdub um ) funktioniert, ist der allgemeine
Fall etwas komplizierter. Die Uberlegungerhierzu entsstammen [31], [32] und
[29]. Die Idee besteh darin, das Systemin einen gre eren Hilber traum
einzubetten, soda die verstiedenenFehlermeglichkeiten auf jeweils andere
Unterraume abgebildetwerden.

Im folgendengibt k die Anzahl der Qubits im urspreinglichen System (im
Hilbertraum H_ mit der Dimension 2) an, wahrend n die Anzahl der zum
codieren verwendetenQubits (im Hilbertraum H mit der Dimension2") be-
zeidnet.

k Qubits! n Qubits

Alle meglichen Operatoren, und damit auch die Fehleroperatoren®, lassen
sich in Pauli matrizen ertwickeln. Damit ist ein allgemeinerFehler

X o
_ i
AL = cl...ckEl;;;RR K k
100 g
Elvile = e e 6, farném

36hier werden nur unitare Fehleroperatoren betrachtet
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Hierbeiist { = ', ;2 f0;1,2,3gund ¢ 2 . Die Summelauft uber alle
meglichen Anordnungenvon ;::: .
Wie viele megliche Fehler gibt esmaximal?

n!
3, ———— = N(n)
o N (D

|=
(b)

Es wirken zwisten 0 und k Operatoren, an jeder dieser Positionen wirkt
einer der Pauli -Matrizen, daher gibt es bei | Operatoren jeweils (a) 3
Verteilmeglichkeiten der Pauli -Operatoren auf die Platze. Da insgesarh n
Platze zur Verfagung stehengelt in (b) noch die Zahl der meglichen Anord-
nungender | Fehleroperatorenauf die n Platze ein.

Soll dasBild unter zwei verstiedenenFehlerogerationenin jeweils zwei or-
thogonale Unterraume von H abgebildet werden, mu H wber gereigend
Zustende verfegen, d.h.

2XN(n) 2" = dim(H)
Ist z.B. k = 1, dann ergibt sich durch Einsetzenin die obige Formel, da
2 1+3n) 20

seinmu . Dieswird ab n = 5 erfullt.
Damit ergibt sich fur die Fehlerkorrektur folgendesVerfahren:

1. Das Systemvon k Qubits wird auf H abgebildettH_ ! K(H_.) H

2. Ein Fehlerbildet K (H_) mittels A, auf einenanderenUnterraum von
H ab. Nadch Konstruktion ist der Unterraum eindeutig einem Fehler-
operator A zugeordnet.

3. Durch sukzessie Projektion auf die einzelnenUnterraumevon H wird
der Unterraum ermittelt, in dem sich das System be ndet. Da alle
Unterraume orthogonal zueinandersind, wird nur in einemUnterraum
ein positives Me ergebnis erzielt.

4. Da alle Pauli -Operatoren idempotent sind, kann durch erneute An-
wendung des (jetzt bekannten) Fehleroperators der Fehler reckgangig
gemadit werden(d.h. eswird wiederin den ursprenglichen Unterraum
zureickprojeziert).

Schematis:
] i Einbettun!g K(j I) FehIFr ALK(j I) Korrektu[ AEK(j i): K(] I)
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11 Quantenalgorithmen

11.1 Shors Faktorisierungsalgorithm us

Neben der Originalarbeit von Shor wird in [28] sawvie in [36] der Algorith-
mus vorgestellt. Die mathematisdien BeweisekennengangigenLehrbeichern
eiber Zahlertheorie etnommen werden, z.B. [33] oder dem eher popularwis-
sensbaftlichen [34].

Theorem 10 Sind p, g Primzahlenmit N = pgunda2 ,a< N eine
Zufallszahldie 1 = ggT(a;N) erfullt3” und

fan(X) = @ modN X 2

eine (o ensichtlich) periodischeFunktion mit der Periode r, dann gilt:
Ist r gemdeundaz modN 6 N 1

r

) p;q = ggT a2 LN
Hierbei sind folgendePunkte anzumerlen:

Zur Ermittlung des ggT existiert seit Euclid ein Algorithmus mit
polynomialer Laufzeit.

Die Zahlertheorie liefert die (nicht triviale) Aussageda bei zufalliger
Wahl P(r gerade)> 1 ist.

Fur klassistie Computer liefert das TheoremkeinenVorteil, da fer die
Ermittlung der Periode nur klassistie Algorithmen mit exponertieller
Laufzeit bekannt sind. Die bestenAlgorithmen haben eineLaufzeit von

O exp(logzN)% :

Beispiel

Essolldie Zahl N = 15= 3 5 faktorisiert werden.Wahle a coprim mit N,
d.h.a2f2,4,7,8,11, 13, 14g, z.B. a= 7. Damit ergibt sich fer f.15(x) = 7%
mod N folgendeWertetabelle:

Xx |0 12 3 45
fx)|1 7 4 13 1 7

37dieseEigensdaft wird als Coprim bezeihinet
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Die Periode r ist also 4 und insbesonderegerade.Fernerist az = 72 = 49
coprim mit N = 15. Damit sind die Primfaktoren

53 = ggT(49 1;15)
Analog lassensich audch die anderenmeglichen Werte fur a verwenden:

al2 4 7 8 11 13 14
ry4 2 4 4 2 4 2

O ensichtlich sind alle r gerade,allerdings eignet sich 14 wegen14:z = 14
mod 15= 14 nicht als Startwert.

Quantenmec hanisches Ermitteln der Periode

Ist N O(2") dann wird der Algorithmus mit Hilfe von 2L Qubits, jeweils
in zwei Registern,wie folgt durchgetihrt:

1. Durch eine unitare Transformation®® wird in dem ersten Registereine
Uberlagerungaller Eingaben erzeugt:

X1
jOij i ! 1 jxij Oi
x=0

2. Als nadstes wird die zu f,n getwrende unitare Transformation Us
angevendet:

1 23{ 1 1 25{ 1
R Xjoi = - JXij fain (X)i
2L x=0 2L x=0

Us

Ist wie oben N = 15,a = 7 und damit L = 4 dann liegt nach diesem
Sdritt der Zustand

6—14(j0ij 1 + jLij7i + j2ij4i + j3ij13 + j4ij 1i + j5ij7i +  + j255]13)
Vor.

3. Durch Messungdes zweiten Registerswird ein Zustand herausprge-
ziert. In unseremBeispiel kann beim Messendes zweiten Zustandes
jli, j7i, j4i oder j13 auftreten. Wird z.B. j4i gemessenso lautet der
Zustand:

(j2i + j6i + j10 + j14i +  + j254) |4

38s. unten fur die Besdreibung dieser Transformation
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Hatten wir stattdessenj13 erhalten, so lautete der Gesantzustand
nach der Messung

(j3i +j7i + j11i + j15 +  + j255)j13
O ensichtlich ist die Periodejetzt im erstenRegisterkodiert. Als nadhstes

wird dasersteRegistergemessenind danad erneutein Zustand prapa-
riert usw.

Nad einigen Durchlaufen ist dreimal das gleiche zweite Register ge-
messernworden, z.B. j13 . Ist bei der jeweils darauf folgendenMessung
deserstenRegisterszudemin allen drei Fallen eineverstiedeneQubit

gemessemworden, z.B. j23, j11i und j3i dann kann die gesubte Pe-
riode ermittelt werden,indem der ggT der Di er enzender Ergebnisse
im erstenRegisterermittelt werden,in unseremBeispielist

ggT(23 11,11 3) = ggT(128)=4

Der Nadteil dieser Methode bestelt darin, da mindestensdreimal
der gleiche Wert im zweiten Register gemesserwerden mu und in
den dazugel@rigen Messungerdesersten Registersjeweils ein anderer
Wert im ersten Register gemesserwerden mu 3°. Damit wachst die
Redenzeitwieder exponertiell mit N.

Das Problem bestelt konkret darin, da fer jeden meglichen Wert im
zweiten Register,die Werte im erstenRegisternicht idertisch, sondern
um einen Startwert*® verstioben sind, d.h.

]

jio= jjr+1i

j=0
Hierbei ist eine fur diese Betrachtung unwesetliche Normierungs-
konstarte und | der O set. Mit [x] wird der ganzzahligeAnteil von x
bezeitinet.

In unseremBeispiel ergibt sich also

Zweites Reg. | Erstes Register Startwert
1 jOi+)4i+)8i+. ..+]252 0
4 j2i+)6i+j10+. .. +j254 2
7 jlLi+j5i+j9i+. ..+]253 1
13 j3i+j7i+jlli+. .. +j255 3

39Ein weiterer Nachteil besteht darin, da bei der ggT-Bildung auch ein Vielfachesder
Periode r gemesserwerden kann
40engl. O set
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Ware der Startwert immer 0, dann kennte schon nach wenigen Mes-
sungendie Periode ermittelt werden.

4. Diskrete Fourier-Transformation

Durch die DFT wird der Startwert in eineirrelevante Phaseumgewan-
delt. Die unitare Transformation der DFT ergibt sich zu

% 1
. 1 2 Xy ..
Uper JxI = o exp | 22Ly Iy
y=0
X X
Uprr Cjxi = &Jyi mit
X y
1 x 1 .2 Xy
& = o exp i—p G

Teilt r 22, dann ergibt die DFT bei unseremZustand*
. 1 X* 20 2
Uper] I = P= exp Ii— Jj—I
r r r
r=1
Wennr nicht 22~ teilt, dann ergeken sich exponetiell abklingendeSei-
tenbander (s. dazu [36]).

I 12 2
loy |

E zienz des Algorithm us
An zwei Stellenim Algorithmus werden zufellige Werte betrachtet:

1. Die Wahl von a. Dies ist unproblematist, da p, ok % unabhangig
von N.

2. Die Periode r teilt 22~ nicht (der Normalfall). Die ertstehenden Sei-
tenbanderbedeuten,da die richtige Periode nur mit einerbestimmten
Wahrsdeinlichkeit p, ermittelt wird. Da p endlich ist kann durch wie-
derholte Messungaud hier r bestimmt werden.

4lrechts im Ket hoch 2L oder hoch L ?
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Da die Berednung von f 5y~ O(L3) skaliert und fur die DFT Algorithmen
mit DFT  O(L log(L)) existieren(via Fast Fourier Transformation (FFT))
lauft alsoShor s Quantenfaktoriesiralgorithmusin QFT  O(L?3). Verglichen
mit der klassisben LaufzeitO(exp(L%)) bedeutetdiesalsoeineexponertielle
Beshleunigung.

11.2 Grovers Suchalgorithm us

Auch wenn dieserAlgorithm us weniger spektakular als Shor s Algorithmus
ist, solohnt essich dennach, denvon Gr over in [35] vorgestelltenSudal-
gorithmus naher zu betrachten.

Das Problem besteht darin, ein Elemen auseiner Mengezu nden. Als Bei-
spiel kann hier die sogenante Bierdedelfunktion betrachtet werden: einer
Telephonmummer soll der zugeg)rlge Name zugeordnetwerden. Der Quan-
tenalgorithmusbenetigt hierO( N) = O(2 ) Sdhritte, wobeiN die Madtig-
keit der zu durchsudenden Menge ist (Anzahl der Eintrageim Telephon-
buch). Ein klassister Algorithmus skaliert mit -

Im folgendenwerdendie Eintr agex =0;:::;N 1 betrachtet. JederEintrag
tragt eineBezeitinung S, ( = 0;:::;N 1). DieseBezeihinung ertspricht
den Namen. Jedem Eintrag ist zudem eine Eigenstaft C, (die Telephon-
nummer) zugeordnet.Die Funktion C, ist alsoder Gestalt, da

1 falls x=

CGI= 4 fais x6

Grovers Algorithm us: Wb erblic k

Zuerst soll in einem Uberblick erlautert werden, wie der Algorithmus ar-
keitet, der Beweis fur das Funktionieren folgt unten. Bei dem im folgenden
verwendetenL -qubit-Register ertspricht jeder megliche jxi einemsS;.

1. Zuerst wird das L -qubit-Registerin dem Zustand jOi prapariert.

2. Als nadhsteswird die sogenante Had amard -Transformation durch-
gekihrt, d.h. auf jedesQubit wird die Operation U, (s. S. 68 fer De -
nition) angevendet.

j 1= Up UpjO:::0i
= p%(jOi +j1i) (jOi + j1i)
1 X!

= — jXi
x=0

N
|~
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Nach dieserOperation*? be ndet sich im Registereinelineare ®berla-
gerungaller meglichen Zustande, wobei zudembei einer Messungalle
Zustande gleichwahrsdeinlich sind.

3. Unge®hr P N mal (die genaueZahl wird unten ermittelt) messenjetzt
die folgendeOperationendurchgethrt werden:

(@) Zuerstwird der Operator Us angevendet:
Ucji = | i
Uc jXi jxi fur X 6

DieserOperator ist ,gegelen , d.h. esgibt keine Meglichkeit, ihn
zu analysieren.

(b) Danad wird der Operator Up angevendet:
UD = U% UCOUH

Hierbei ist Uy die obige Had amard -Transformation und Uc, =
Uc mit = 0.

4. Nad diesenOperationenwird dasRegistergemessenMit einer Wahr-
sdheinlichkeit von ca. 50 % be ndet sich der Zustand i im Register.

Beweis des Algorithm us

Nacdh Konstruktion haben alle Anfangszusandereelle Phasen,durch die an-
gewendetenOperatoren Up und Uz bleiben sie reell (was nicht unbedingt
bedeutet,da siewahrend einer Operation nicht doch komplex seinkennen)
was die Betrachtungen erheblid vereinfadt.

Die Wirkung von Uc ist o ensichtlich wahrend die Wirkung von Up eine
genauereBetrachtung erfordert. Dafer ist es sinnvoll, den Mittelw ert der

42Dje allgemeineHad amard -Transformation wird auf einenbeliebigenAnfangszustand
jXi angewendet:

X
( Djyi
y

Un ]XI =

NI

Die Summe lauft hierbei uber alle meglichen Kombinationen von x und y.Stimm t das
so ??
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Koe zien ten der Basislets zu betrachten:

%X 1

ji o= jii und damit

Die Wirkung von Up bestehl nun in einer Inversionum den Mittelw ert, d.h.
die Koe zienten ; gehenunter Uy wie folgt in wber:

=+ ) PP (0o )=2

Dieslat sich durch explizites Betrachten der Sdiritte zeigen:

X 1x 1 ik
UY Ug, 6k

UDj i =
d=0 k=0 2- 1
X1 1 X 1% 1 ik
- WU, @  plioi+ $LjiA
i=0 2 i=0 k=1 2
- W PF joiru i 02 o
X1
= 2 jii i
i=0
Damit gilt alsofer jedesi das 2= 2 i ist.

Beim ersten Sdritt wird j i deutlich unter den Mittelw ert abgesenktum
dannbeider Inversionum denMittelw ert deutlich eberheht zu werden.Somit
ist bereits nach dem ersten Sdritt die Wahrsdeinlichkeit j i zu messen,
gre er als fur alle anderenZustande.
Um die Entwicklung der Zustande unter iterativer Anwendung der Opera-
tionen Uz und Up zu verstehen,ist essinnvoll zu bemerlen, da sich der
Zustandj (n)i immer als

X

(i = (mjiit+ (n)j i

i6
sdireiben lat, da die Operatorenauf allei 6 stets identisch wirken. Bei
der Operation Up bleibt zudemder Mittelw ert erhalten, denn

N S T

i =
2" i=0 2 i=0 2" i=0

> (2 i) =2 =
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Nun lat sich eine Rekursionsformelfer den Mittelw ert (n) (der unter der
Gesanttransformation nicht erhaltenist da er durch Uc geandert wird) und
(n) aufstellen:
(n+ 1)

(n+ 1)

.1
(n) 2 (n) mit = o0
2()uc ( Jue =2 () 4 (mM+ (n)
Einfacher lat sich dieselineare Gleichung in Matrixschreibweisesdreiben:

(n+ 1) _ 1 2 (n)

(n+ 1) - 2 %z 4 ) (n)

| ——
=A
Um die Wirkung der Iteration beredinenzu kennen,mu eine Basisgewahlt
werden, in der A diagonal ist. Wird der Startvektor ensprecen gedreh,
folgt damit:

p_
%% = P- = &+ &
D

AM  p_ 1ret+ 2 Ve

Hierbei sind € die Eigernvektorenund ; die Eigenwerte von A. Physikalisch
macden weder Eigenwerte gre er 1 Sinn, da damit der Mittelw ert beliebig
gro werdenkann, noch der Fall, dasbeide Eigenwerte kleiner als 1 sind, da
dann sowvohl Mittelw ert als aud gegen0 gingen,was aber nicht der Fall
seinkann, da alle Operationenunitar und mithin eigerwerterhaltend sind.
Die Eigenwerte von A sind

=1 2 A iO(p_) e ' O(p_)
Eine genauereBetrachtung in [37] zeigt, da
a (n) = sin((2n+ 1)) mit sin? =
ist. DasMaximum vona wird alsoerreicit, wenn(2n+ 1) = 5 ist; weitere

Iterationen verringern die Wahrsdeinlichkeit, den gesutiten Zustandj i zu
messenwieder. Somit mu die Operation optimalerweise

1 1 P
= N

4

mal durchgethrt werden. Da das Ergebnis zudem nur mit einer gewissen
Wabhrsdeinlichkeit gemessenvird, sind u.U. mehrereDurchjaufe notwendig,
soda wie behauptetder Algorithmus eine Laufzeit von O(' N) besitzt.
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11.3 Weitere Algorithmen

Neben diesenzwei grundlegendenAlgorithmen gibt esnoch eine Reihe von
weiteren quartenmedtanisten Beredinungsmeglichkeiten wie z.B. das Sum-
menproblemder Zahlertheorie (auch als Diskrete Logarithmen bezeitinet),
das Shor allerdingsauf die Perioden ndung zureckfehrte. Auch viele ande-
re Algorithmen sind lediglich Varianten entwedervon Shor s oder Gr over s
Algorithmus.
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12 Exp erimen telle Realisation

Zur experimertellen Verwirklichung von Quantencomputernwerdenversaie-
deneAnsatze verfolgt. Ein Meglichkeit bestelt darin, da die Kernspinsdie
Zustandereprasenieren und man mittels Verfahrender NMR*3-Spektrosko-
pie gezielt Zustande besetzt und ausliest. Trotz desVorteils der schwaden
Sterung desKernesvon au en ist dieseMeglichkeit noch nicht weit verfolgt
worden. Eine Grund dafeur ist die Begrenzungder Anzahl der Qubits. Das
Registerweirde auseinemMolekell bestehendesserAtomkernedie Zustande
darstellen. Dies begrenztdie Ausdehrung desRegisters.

12.1 lonenfalle

In einer lonenfalle hingegenwerden einzelnelonen gefangenund in einer
linearen Falle aneinandergereitbh Die lonen messendazu sehr tief herurnter
gekelhlt werden,aber fur einzelnelonenist diesmit Fallen madbar. Der Pro-
totyp einersolthenFalle ist auch als Paul -Falle bekannt, der dafer einenNo-
belpreiserhielt. Mehrerelonenin einer Falle sind der Coulomb -Absto ung
untereinanderausgesetztCira ¢ und Zoller habenin [38]eineeinfuhrende
Darstellung einer solen Falle gegelen. Es emp ehlt sich, z.B. diesenText
als Referenzheranzuziehen.

Eine lonenfallebesteh auseinemsdnell oszillierendemWedselfeld,dasein
harmonishesanziehende$otential in einer Raumrichtung und ein harmoni-
sthesabsto endesin der anderenRaumrichtung erzeugt. Durch die zeitliche
Mittelung diesessdnell oszillierendenFeldesentsteht ein e ektiv esharmoni-
sdesPotertial. Das darin gefangenéAtom lat sich darum beziglich seiner
Bewegungals harmonister Oszillator bestireiben (Nullpunktsenergie, glei-
che Abstandeder Niveausetc.). Wenn die Ausdehrung desPotertials relativ
gering ist, spricht man von , steifem Potertial\ . Das ,Lamb-Dicke -Limit\
kennzeitinet genau diese Situation: Das Atom ist auf einen Raumbereit
eingeshnert, der viel kleiner ist als die Wellenlange des eingestrahltenLa-
serlicdhtes. Die gleidhe Tatsathewird durch die Bedingungh E photonr scksto
bestirieben. Die Frequenz ist dabei die FrequenzdesModes.

DiesesBild aus der Festkerperphysik kann so weit ausgedeht werden, da
man von Phononenspricht, deren Anzahl den Energieinhalt einer bestimm-
ten Mode bestimnt. (Viele Phononen gro e Auslenkung des Atoms um
den Gleichgewiditspunkt mit Modenfrequenz).

In diesemBild sagtdie Bedingungaus,da die Phononenenergigre er sein
mu als die Aufprallenergie eines Laserphotons,damit die Lamb-Dicke -

43Nuclear MagnetoresistanceSpectroscogy
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Neaherunggilt. Da sich die Aufprallenergie einesLaserphotonszu

~2k2 E
Er= — —R  1:::10kHz
2 ~
ergibt ( ist die reduzierte Massedeslons) und 10? kHz, ist diesedimit
sicher gegelen.
Der Lamb-Dicke -Parameter ergibt sich zu

2

= It} 1

Laser
Fallengre e

Wie kehlt man sotief?
Eine Art der fortgesdirittenen Kehlung ist das sog., sideband-coling\ , bei
dem mit zwei versdiedenenelektronishen Zustanden gearteitet wird. Der
Laser ist relativ zum @Ubergangleicht ins Rote verstioben, und wenn ein
Atom in Richtung Laserstrahl iegt, bewirkt die Dopplerverstiebung, da
das Licht nun genauauf der Resonanzdes Atoms liegt. Das Photon wird
absorbiert, und das Atom hat einenlmpuls entgegender Bewegungsrititung
erfahren. Kurze Zeit spater wird ein Photon emittiert, das Atom kehrt in
seinenGrundzustand zureick. Im Mittel wird diesespontane Emisssionin al-
le Richtungen statt nden, und daher erhalt das Atom hier im Mittel keinen
Reucksto . Das Atom ist dann wiederaufnahmetbhig fer ein weiteresPhoton
ausdieserLaserrithtung. DieserProze wiederholtsidch, bis dasAtom nahezu
zum Stillstand komnt. Da der Laser auf einer Seite der Resonanzlinieliegt,
spricht man aud von , Seiterband-Kehlung\ .
Zur mathematistien Behandlung der Falle soll nur der 1D-Fall betrach-
tet werden, da sich die anderen Dimensionenseparierenlassen.Das Atom
be ndet sich im Knoten des stehendenlLaserfeldes(auf der anderen Sei-
te stelt auch ein Laser, und beide Wellen bilden zusammendie stehen-
de Welle). Wir berutzen den semiklassiseen Formalisnus (E-Feld nicht
guartisiert), mit denatomarenZustandenjgi; jfi und der Rabi -Frequenz
= |{E|} |{I§} . Die Wedselwirkungsfunktion lautet (in Rotating-

Dip oloperator Feldstarke
Wave Approximation, die GrundzustandsenergieeiO, daherkein jgi-Term):

2 2y 2
e R ST
| 2m @fz 2 }
B ewegung

+ 5 sl jfingie ot 4 jgihf j&! 2t

stehendeW elle
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Es soll nun auch die Bewegung des Atoms quartisiert werden () Phono-
nen). Anstatt die AuslenkungdesAtoms festzulegen(,,x2\ ), wird ein ,,Pho-
nonenahloperaton a’a eingegihrt:

2

kx (@ +a) sin(kx) kx; x° aa

Terme heherer Ordnung werdenvernadlassigt, soda
H k aa+ ~!gjfihfj+ 5 (a+ &) jfihgie ™ '+ h.c.

h.c. = hermitisch konjugiert. Da wir spontane Emissionvernadilassigen(ver-
boteneDipolubergange),konnenwir ins Wedselwirkungsbildebergehenund
allein die Wedselwirkung betrachten:
Hww = 7(ayei t+ae ') jfihgje "'+ jgihfje

wobei die Verstimmung (detuning) = !, !, verstellbar und ist.
Das gesante Atom lat sich nun z.B. durch den Zustand jg;2i besdrei-
ben: Grundzustand, leichte Sthwingung. Der Vorgangder Laserkehlung la t
sich nun als kaslkaden®rmigesSthemaveransdaulichen. Das Atom fallt von
hohen Phononenzusanden immer tiefer, bis es den Grundzustand erreidit
(Nullpunktsschwingung). Diese Prozedur ist sdion zweidimensionalexperi-
mertell verwirklicht worden, man siehedazu Arbeiten von Wineland am
NIST oder Toschek & Bla tt . Das Abkehlen bis in den Grundzustand
kann audh fur Prazisionsgktroskopie und Zeitstandards Anwendung nden.
Nadhdem das Atom so herurnter gekehlt wurde, werdendie Qubits durch die
inneren Zustande desAtoms repraseriert. Betrachten wir den Fall mit zwei
lonen.

12.2 2 lonen in der Falle

Die Falle kann nun in einer Dimension (x-Richtung) ausgedehtwerden.lon
fur lon wird in immer gleichem Abstand hinzugetigt, bis die gewinsdite
Falleng® e mit N lonen erreicht ist. Die Falle ist nun asymmetrisd, esgilt
~ i~z ~ Ex. Wir betrachten hier nur den Fall 2 lonen, N lonen
bringen konzeptionellnichts neues.

Zur Herleitung verwendenwir klassite Gre en, d.h. die Sthhwingungsmalen
der Atome in der Falle werden noch nicht quartisiert. Dann ergibt sich fer
das Potertial

M 2 M 2

V(X4 = 24 X5+ -
(X1;X2) > X1 > X5 X %)
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mit einer Transformationins Sdwerpunktssystem(CM-T rafo):

X1+ Xz, _ Pt P2

Xcm = 2 ’ Xrel = X1 X2, pCM - 2 ’ prel = pl p2
He Lpg, e XCw, R Xk, + P
2 "CM 2 2 f)ffi 2 R

Colulolmb

Mit der Bezeitinung xg = X,.gc fer den lonenabstandam Gleichgewidits-
punkt gilt:

r X 5 =0, Xp =X+ Xgr
XR

RZ R2 R32 p_
(X+XR)2+ + X2+ _X2+ X2 ) e

: w2 g

const.

Mit ;: Frequenzl. CM-Mode. Fur N lonen existieren (aufgrund der Kopp-
lung) N Moden des Swerpunktes. Eine bemerlensverte Eigenstaft der
lonenfalleist, da die Frequenzabsinde unabhangigvon der Anzahl der lo-
nen sind.

Experimerte verwendenz.B. Be* -lonen auf dem (verbotenem Dipol-)&ber-
gangS% ! D%, dereineHalbwertszeitvon ! 45sbesitzt. Daxg 10 m
>, sind die einzelnenlonen bequemdurch einenLaseradressierbar.Dabei
gilt dasLamb-Dicke -Limit.

Die gemeinsamerPhononenmalen sorgenfer eine Versdirankung der lonen
(jedeslon hatte ja eine zusatzliche Quantenzahl, die die BesetzungdesMo-
desangab). Dies erlaubt Datentransfer untereinander.

Daseinzelnelon be ndet sich in einemKnoten der stehendenEM-Welle und
stellt nun mit seinenbeiden Zustanden ein Qubit dar. Meist wird noch ein
dritter Zustand (auxilliary) gerutzt. Dieserkann z.B. ein (energetist ertar-
teter) Zustand jei sein (mit m; versdiedenvon je;i). Dadurch lassensich
die Zustande durch verstiedenePolarisationen (links, recits-) anspreten.

le_0> le_1>

(auxilliary)
E \ l
lg>
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Betrachte nun den Fall N lonen:
Die WedselwirkungsHamil ton funktion ist

0 1
Hww = pﬁ? @jejingja ﬁzl} +jgiheja’e A
Laserphase
. . 9 k2 cos?
mit dem Lamb-Dicke -Parameter = %U

gibt den Winkel zwistden Einstrahlrichtung des Lasersung x-Richtung,

die Phasendi erenz zwischen den Lasern an. Der Faktor = N ersaeirt,
weil die e ektiv e Massedes SctwerpunktesN M betragt, die Amplitude der
Scwerpunktsséwingung jedoch mit e=— skaliert. Der Index q in je;i be-
zeidnet die magnetistie Quantenzahl. Er wird aud fur die Polarisation des
Lasersverwendet, die den entsprechendenZustand bewelkert. So ergibt sich
dann die Kurzschreibweise Polarisation = 1. Wird ein k -Puls auf das nte
lon angevendet, soerfordert diesdie Zeitt = N soda der Operator wie

folgt aussiel (a;a’: Phonon-Erzeuger/\érnidhter):

0K )= exp( iHt) = exp % jeqihgjae ' + jgiheyja’e

Die Wirkung auf die Zustande|gij Oi, jgij 1i, jeqij Oi :

jgii0i ! jgij0i; (da Hjgij0i = 0) Ojgijoi = jgij0i)
jgjli ! cos(%)jgij 1 e sin(k?)jeqij Oi
jeqijOi ! cos(k?)jeqij O e sin(%)jgij Li

Dies erlaubt die Realisierungvon 2-bit Gattern mittels folgenderProzedur:

1. Ein -Puls mit Polarisationg= 0und = 0 regt dasmte lon an. Der
Zeitentwicklungsoperator ist 01°(0).

2. Der Laserauf lon n wird fer die Dauer eines2 -Pulsesangeshaltet.
Polarisation ist 1 und Phaseist = 0. Der Operator 021(0) andert
das Vorzeiden von jgij Oi durch eine Rotation uber j&;ij Oi, ohne die
anderenZustande zu beein ussen.

3. wie Sdaritt 1.
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Die gesante unitare Operation O, = 01°(0)02%(0)01°(0) wirkt wie folgt:

P <N U 4 -1 R
jimjgiaj0i T jgimjQiajOi ! jQimjginjOi T jQim]QiajOi
jgimj€oinj0i ! jgimjeoinjOi ! jgimjeoinjOi ! jQimj€oinjOi
j€imjginjOi ! jOimjQinjli ! ijgimjginjli ! j€oimjginjOi
j€imjeoinjOi ! ijgimj€oinjli ! ijgimj€oinjli ! | €yimj€oinjOi

Der Zustand andert sein Vorzeiden, falls beide Teilzusnde sich im ange-
regten Zustand be nden. Diesist aquivalert zum C-NOT-Gatter. Betrachte
dazu die Zustande L

ji= p—z(Jgi jeoi)
Auf diesewirkt der Operator wie folgt:

j9imji 0! jgimjion

jeoimji n ! jeoimji n
Mit einer ensprechenden(ein-bit) Drehung auf das n-te lon ergibt sich ein
C-NOT. Das Problem hierbei ist, da sich eine unerweinsdite Anderung der
Phononenzahleinstellt. Um lokale Rotationen ohne Phononenzahénderung
zu bewirken, mu = 0 (keine Verstimmung) und q = O erfullt sein. Der

Laser wird so eingestellt, da sich das lon in einem Wellerbaud be ndet
(?). Die Hamil ton -Funktion lautet nun:

R, = > jesihgie ' + jgihegjé

) V) =exp A =exp i5 jeingie ! + jginese

Damit gilt:
igin ! cosg%)jgin isin(k?)ei j€in
jeoin ! cosg<—)jeoin isin(k—)e " jdin
2 2
Fer denFall k = 3 ergibt sich:
<>n%( = E)jgin = j+in<>n%( = E)Jan =i
) ém;n = \I)ng( = E)Om;n\l)nz( = 5)
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Das durch Cm;n reprasertierte C-NOT ist wichtig, da mit dem C-NOT und
VX( ) prinzipiell ein beliebigesGatter gebasteltwerdenkann. Experimertell
ist die Gruppe um D. Wineland z.Zt. sehr erfolgreid\ , sie haben 3 lonen
bis in den Grundzustand gekelhlt und bereits 2-bit Gatter realisiert. J. Kim-
ble ist mit einer Gruppe am Caltech dabei, das Verfahrenin Cavity-QED
umzusetzen(Resonatorenextrem hoher Gute, soda nur noch einzelneMo-
dendarin auftreten). Daserlaubt auch Rydber g-Atom-ahnliche Zustandezu
erzeugenAufgrund der hohenLebensdauerndieserSysteme(keine spontane
Emission) sollte das auch in Cavity-QED arbeiten. Auf weitere Ergebnisse
darf man gespanm sein.
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13 Quantenco dier-Theorem

Dieser Abschnitt befat sich mit der Meglichkeit, Information meglichst
platzsparendzu codierenund sollte daher exakter Quanteninformationskom-
pressionhei en.

Die klassistie Codier-Theorie wurde von Shannon begrindet und hangt
engmit denBegri der Entropie zusammenZuerst sollendie Grundzeigeder
klassistien Theorie dargelegtund danad das Quantenanalogonaufgezeigt
werden.

13.1 Kilassisc he Informationsk ompression

Betrachte einegedadhtnisloseQuelle,die Worte (2 Synbole) ausdem Alpha-
bet wi, i = 1;:::;N mit der Wahrsdeinlichkeit p; generiert. Die Entropie

betragt dann
X

S = pi log(pi);

wobei wie wblich log := log,. Ferner bezeitinen wir im folgendeneine Se-
guenz von Wertern synorym mit Nadhricht und Block. Symbole hingegen
sind synorym mit Signalund Wort.

Theorem 11 Nachrichtenkennenmit einer beliebigenGenauigkeitmit ma-
ximal log Sn bits pro Wort codiert werden, wennn nur hinreichendgro ist,
mathematisch:Fur " > 0; > 0undn hinreichendgro, existiert eine Unter-
mengeTYP(n) SEQ(n) = Seauenzen(n) der Gree  2"(S* ) < 2nlogN
mit einer Gesamtwahrscheinlichkeit 1 ", also beliebignahean 1.

Die Madtigkeit der Menge SEQ(n) ist j]SEQ(n)j = N" = 21'o9(N)

Beweis desTheorems:

Vorbemerkung:
Wir erinnern an die Ceby cev -Ungleichung:

P(iX E(X)j> a) a—xz; mit Varianz  x = E(X? E(X)?)

Sei = fwy;:::;wyg die Menge der Quellensynbole, (die bei der Codie-

Nadhrichten bis einsdlie lic h der Langen. Im folgendenwird statt von Nach-
richten oder Sequenzemur noch von Bledken gesprahen. Weiter seif;(x,)
die Hau gkeit desSymbols w; in Xx,.

Wenn nun X, ein typischer Block ist, d.h. x, 2 TYP(n), gilt (per def.)

fi(xa) np;

T W mit Whel; 1<i<N; g=1 p
(Npig)2
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Nennenwir au erdem die Menge der Blede, fur die obige Gleichung nicht
erfullt ist, die atypischenBledke: ATYP(n). Es gilt also

TYP(n) [ ATYP (n) = SEQ(n)

Beweisbkeginn:
Seix, 2 ATYP(n). Dann gilt fur die Wahrsdeinlichkeit

M fixa) np;.

P(x, 2 ATYP(n = P > W
(Xn (n)) (i=l 5a J )
P(are) PaxPE) X f(x,) npi.
Pl—p7 > W)
i=1 Pig

= P(ifi(x) npi> WP npa)

i=1
da P npig > 0. Die Ceby cev -Ungleichung liefert:
X 2

fi
(WI npig)?

i=1

Betrachten wir nun die Zufallsgre e X = fi(x,) genauer:Siegibt an, wie oft
dasSynbol w; in x,, auftritt. Da w; an jeder Stelleunabhangigvon denande-
ren Stellenim Block auftritt, ist die Wahrsdeinlichkeitsverteilung fi(x,) = k
fur k-fachesAuftreten im Nadirichtenblock eine Binomialverteilung, also:

n
Pfitxa)= k)= | P "
Fur den Erwartungswert und die Varianz einer Binomialverteilung gelten:

E(fi(xn)) = npi { = npq

Damit ist

f2i ><\I np|q — N —_n

WP hpg)? _, W2npg w2

i=1

Damit ist die Wahrsdeinlichkeit, da der Block untypisd ist, beliebigklein
wahlbar:
P(x, 2 ATYP(n)) "
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Damit sind (fer hinreichend gro e n) fast alle Bledke typische Blodke. N.B.:
Im Allgemeinenmu dafur die Blocklangen recht gro werden.

Betrachten wir nun einentypischen Block x, 2 TYP(n). Die Hau gkeit (=
fi(xn)) desWortesw; in diesemtypischen Block weicht von dem Mittelw ert
(E(fi(xn)) = np;) der Hau gkeit von w; in allen Blecken nur noch um einen
geringenBetrag ab:

npi anpiq fi(Xn) npi+anpiq 8i

Die Wahrsdeinlichkeit fur einenBlock, bei dem alle w; mit ihrer mittleren
Hau gkeit auftreten, ist:

P = PP g
Ein typisdher Block hat die Wahrsdeinlichkeit
P (o 2 TYP () = pt®)patn) 1l () = o 11t
Damit ist P(x, 2 TYP(n)) durch die Gleichung oben begrenzt:

pxo) = 2 ™ AT plxy 2 TYP(n)),, 2 ™A1
A=" wPpglogp)is=" plog(p)

(Fast) alle Bledke sind typisdch, und jeder hat die (gleiche) Wahrsdeinlich-

keit P(x, 2 TYP(n)) 2 "S. Daher ist die Anzahl der typischen Bledke

(=M adntigkeit von TYP(n)) gleich

]TYP( n)J < 2n(S+ ) < 2n log N

Ein einzelnerBlock ist damit mit Sn bits codierbar.

13.2 Klassisc hes Informationsk ompression-Protok oll

Beadite: die hier vorgestellte Kompressionsartist eine Codierung mit fes-
ter Codewortlange (z.B. arithmetische Codierung), im Gegensatzz.B. zum
Huffman -Code von Kapitel 2, bei dem einzelne Synbole Nadrichtenein-
heiten gebildet haben. Hier sind die Blede die Einheiten. Die Blede haben
alle feste Lange (Huffman -Wortlangefur ein Symbol war variabel). Je ge-
nauer die Blodke die Wahrsdeinlichkeitsverteilung der Symbole der Quelle
widerspiegeln,desto besserist die Codierung: daher wird diese Codierung
gut fur gro e Blocklangen.

Protokoll:

94



1. A,B stellen eine gemeinsameliste aller typischen Sequenzen(Bl edke,
Nadrichten) auf. Fur jede Sequenzbenstigen siedazun(S + ) bits.

2. Fur einegegeleneSequenz,, uberpreft A, ob eseinetypische Sequenz
ist.

falls ja: A sendetden Namenvon x,, an B

falls nein: A sendetein festesx,, an B. DiesesProtokoll nenrt man
- warum aucd immer - faithful block coding\

13.3 Quanteninformationsk ompression

DieserAbschnitt kann nur einekurze Skizzeder vorgestilagenenM eglichkei-
ten seirf4, daherist dasweitere Literaturstudium dringend angeraten,z.B.
[39] oder [40].
Wir betrachten nun eine quartenmedanisdie Quelle. Jedemder Zustande
ertspricht nun ein Symbol. Da nicht bekanrt ist, welthes Synmbol die Quelle
sendet,emittiert siein der quartenmedanisthen Bestireibung Dichtematri-
zen. Die Dichtematrix fur ein gesendetesignalist z.B.:

X

= pij iih j
|

Die Folge der gesendeterSignalelat sich damit besdireiben als*

n ._
=1 n

Die Eigenwerte von " sind die Produkte der Eigenwerte der einzelnen j,
z.B. fur dm H = N:

ot = iy ip.it i, TUri=1;:: (N 1)

Den typischen Sequenzerertspricht nun ein Unterraum von H, namlich

(n) H "
(n) = sparfj j,::: j,::rigsoda f j;:::5 1,02 TYP(n)
Damit wird
X
Sshannon = ilog( i) = Sw

44 das Skript ist an dieser Stelle noch nicht ausgereift
“S(Fur eine stationare Quelle sollte ; = ,, oder ? Dann werde auch die von-
Neumann -Entropie S( ) = Spur( log( )) mit der klassishen ebereinstimmen).
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Damit folgt fur die DimensiondesUnterraums:
dim( ( n)) 200+ )

Wennwir den Projektor auf ( n) mit  bezeitinen, dann folgt (analogzum
klassistien):

Spur " 1"

13.4 Jozsa-Schumacher-Protok oll

Das quanenmedanisde Verfahrenlauft analogzu klassisten:

1. A hauft eine Mengevon Ausgangszusindenan (dies ertspricht der zu
komprimierendenSequenzm klassistien Fall):

j eini=j ili :::j ini
2. A wberpruft, ob die Sequenz ¢ni zu ( n) gehort oder nicht (Projek-
tion)
falls ja:
A sendetn(S( ) + ) Qubits an B 8
falls nicht:
A sdickt B irgendeinenZustand 2 ( n)
Mit der Wahrsdeinlichkeit
P = henj j enl
erhalt A ..(?). Der Zustand nach der Messungist
j einih einj

= P .
h einJ J einl

+ (1 P)jTih7

aus

Wie ahnlich ist h gnj aus) einl ZUm Zustand von B?
Wenn wir uber alle Zustande mitteln, erhalten wir:

h einj ausj eini (h einj ausj eini)2 (h einj ausj eini)2
= (Spur " )P @ )

Kapitel zuende?

46Begrendung?
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14 Quantenklonen und Zustandsabsc hatzung

14.1 Quantenklonen

Die Grundlage desQuantenklonensist dasin [4]1] vorgestellte

Theorem 12 No-Cloning
Ein unkekannter Quantenzustand i kann nicht perfekt geklontwerden, d.h.
@unitare Operation U, fur die gilt

Uj ijii=j ij i
Hierbei ist jii ein bekannter AnfangszustandInitialzustand).

Beweis:
Angenommen,esexistiere eine unitare Operation U die klonte, d.h.

UjOijii = jOijOi  und  Ujdijii = jdij 1i

Wird U nun auf den allgemeinenZustandj i = jOi + jli angevendet,
ergibt sich

Uj ijii = jOijoi + jLijlLi6j ij i

Eine solhe Operation werrde zudem die Unitarit &t verletzen, d.h. das Ska-
larprodukt zweier Vektoren ware nicht erhalten. Wird die Behauptung (s.
obigesTheorem) mit z.B. der Gleichung fur hijhijUY multipliziert, ergibt sich

hjhijuYyj ijii = 1=
6 hj ihy i= 2

Dies ist ein wichtiges Ergebnis, da klassist kopieren meglich ist. Auf der
einenSeiteist die Unmeglichkeit, Quantenzus®nde zu kopieren,sehrvorteil-
haft, z.B. bei der Quantenkryptographie (s.Absdnitt 6), andererseitdasiert
Fehlerlorrektur oft auf Redundanz;solthe Verfahrenerzwingenim Quanten-
fall kompliziertere Shemata (s.Absdnitt 10).

Daher ist nur approximatives Quantenklonen meglich. Das erste Beispiel
aus[42] bestireibt einenisotropen 1! 2-Kloner:

r _ r

2 1

Si00j0ia+  =(j0Ti +j10)jlia
r _— r _—

%jl]jj 1i, + %(jO]j + j10)j0i 5

UjQij iij ai

Ujlijiij ai
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Hierbei ist jai ein weiterer, beliebiger Freiheitsgrad des System4’. Um zu
bestireiben, wie gut der Kloner einenbeliebigenZustandj i = jOi + jli
kopiert, wird wieder die Fidelity

— H t: 1 — i t H t — total
F=hj° i=Spur "™ mit °" = Spur ¢ 2a

betrachtet. Ausgesbrieben lauten die Dichtematrizen

j J?

in

| th j= .
J J ij?
out — z;amq totanOO' 2;a+ 2;amlj totanO]j 2a
+2;ah]-q totaljlo' 2a + 2;ahl1j totaljlli 2a
%J 12+ %J j2 5; § 1; 2
3 sl 171t 5 )

betrachtet. Die Fidelity betragt hier

o, 5 ,. 1 , 4 , ., ., 5 , 1 , 5
Fo=ji® gifrgi® +3i Jfii+iJ® giiP+gii® =g= const

Hier wird o ensichtlich, da die Qualitat der Klonung unabhangigvon j i
ist.

Eine andereBesdireibung sind die in Absdnitt 3.3 eingekhrten Bloch vek-
toren. Hierbei werdendie spurlosenPauli matrizen, die z.B.

k 1= 1m mundSpur( i j)=2j
erfullen, als Basisverwendet. Damit ist
= S +8;

Da Spur( ) = 1und Spur( ) = 2ist, mu alsoSy = % betragen. Damit ist

Der Vektor S wird Bloch vektor genann. SeinelLange ergibt sich aus der
Bedingung,da fur reine ZustandeSpur( ) = Spur( 2) = 1seinmu. Durch
einsetzenund ausquadrierenergibt sich sofort, da der Bloch vektor die
Lange (Norm) 1 besitzt, d.h. reine Zustande liegen auf der Ober ache der
Bloch kugel.

4"Der Zustand/die Quantenzahl wird mit ,a bezeitinet, da in der Literatur dieser
Hilfszustand oft als Ancilla bezeitinet wird
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Um den Bloch vektor aus einer gegelenenDichtematrix zu bestimmen,ist
essinnvoll, die De nition auszurutzen:

R
2 2 Sx+iSy 1 §

DieseGleichungenlassensich nach den Komponerten von S au esen:

Sy = 2<( o1) S = 2=( o) S;= 0 11

In unseremBeispielist

. 2
P=2<( ) sM=Zoa<( )
in 2

sr= 2=( ) st= D o2=( )
A 2
Sh=j it gt Sé’“t=:—3112 ji?

d.h. Sout = %S‘” oder andersformuliert, die Bloch kugel ist gestirumpft.
Dies bedeutet nichts anderes,als da ausdem reinen Ursprungszustandein
gemistiter, versdirankter Zustand einesTeilsystemsgeworden ist; der Ge-
santzustand ist damit versdirankt.

Nad dieserVorbetrachtung stellt sich die Frage nach dem ,,besten univer-
sellenQuantenkloner. Universellbedeutethier, da jeder Zustand gleich gut
geklort wird. Als ersteshaben dies[43] fur den 1! 2-Kloner untersudit. Die
Bedingungenan diesenKloner bedeutenformal

1= 2 Ausgangszusinde identisch
8 iF=const, S;= S Universalitat

Beweis fur die Aquivalenzder letzten Zeile:

(
1 1 o, 1
= = + ~ + ~ = 2+ = Z(1+
F ZSpur s S 5 2+ 2]S] S+ )

)

Da die Fidelity unabhangig vom Zustand sein soll, kann es sich nicht um
eine reine Drehung auf der Bloch kugel handeln, da dort zwei Fixpunkte
existiererf®. DieseTatsade ist auch unter Begri en wie ,haarigerBall\ und

48 Jede Transformation der Bloch kugel lat sich in eine Drehung und eine Streckung
(Schrumpfung) zerlegen
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.lgel kennen nicht gelammt werden bekannt. Somit mu der Vektor ge-
sdrumpft sein. Da kein Punkt auf der Kugel ausgezeienet sein soll, mu
diese, Schrumpfung unabhangig vom Zustand sein. 2

Um denoptimalen Klonoperator zu nden, wird eineallgemeineunitare Ope-
ration angesetzt:

Ujoijiij ai
Uj1ijiij ai

aj00ij Ai + jO1ij Bi + byj10j Boi + ¢j11ij Ci
8j11ij A + Bj10ij B1i + byj0lij Bi + €00 Ci

Jetzt werden eine Reihe von Zwangskedingungenausgemitzt, um die Para-
meter zu bestimmen:

Unit arit at d.h. Erhalt desSkalarprodukts, z.B. jaj? + jbyj? + jpj? + j¢2 = 1
Symmetrie der reduzierten Dichtematrizen, liefert z.B. jbj = jlyj

Isotropie liefert Bedingungsgleibungen fur , die unter den Neberbedin-
gungenzu maximierensind (mittels Lagrange -Multiplik atoren)

Die Rednung liefert sdhlie lich, da ¢ = e= 0Oist. Fernerzeigtdie Rednung,
da der zustzliche Freiheitsgrad netig ist, aber ein qubit dafer ausreidt.
Die maximale Fidelity liegt bei 2, diesentspricht ™ = 2. Das Beispielwar
bereitsein optimaler Kloner. Meglich sind noch Rotationenim Ancilla-Raum
und Phasen.

Die Meglichkeit der Verallgemeinerungauf N (identische) Eingangeund M
Ausgange(M > N) wurdevon [44]untersudit. Der optimale Operator wurde
.geraten und numerist bis N = 7 explizit auf seine Extremaleigensbaft
hin untersudt.

Iy(l
UwmiN i i = iSi(M ) i Tig JA( )i
j=0
Hierbei sind
Sfi2 0;1 lig = p%(j100+j010+j0011')
JAC) = rSfj(l\/l s1 i) i )ig

| N+1 (N MM j)
T M+1 (MON O j)IMI

Damit erhalten die Autoren den Skalierfaktor

N M+ 2
N+2 M

N;M
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Wird mehrfad hintereinanderkopiert, ertspricht diesder Multiplik ation der
Slkalierfaktoren. Naturlich wird bei jeder Kopie ein vershirankter Zustand

erzeugt,dieserist aber symmetrisd und linear in seinenBasiselemeten
X
sym — ij iih i M
und daher ist diese Betrachtung meglich (dies ist keine triviale Aussagg.
Damit ist
N M+2 M L+2

NMEMETIN+2 M M+2 LT

Zwei Randbemerkungensind hier noch angebradit:

N;L

1. Die gesante Betrachtung untersucte ausstlie lich reine Eingangs-
zustande. Quantenklonen von gemistiten Zustandenist Thema aktu-
eller Forsdung.

2. Ist (entgegenden VoraussetzungenM < N und sind die Eingangs-
zustandegemistit, dann betrachten wir die Puri k ation und ,,Dehnen
denBloch vektor aus,d.h. mit > O liegt der neueZustand neher an
einemreinen als der urspreingliche.

14.2 Zustandsabsc hatzung

Ein Satz von M identischen reinen Zustanden wird gemessenGesudit ist
hierbei ein Satz von Operatoren P derart, da der Zustandj i, der mit
der Wahrsdeinlichkeit

p()=Spur Pjih jM
auftritt, eineim Durchsdnitt maximale Fidelity
X
Fmess = pjhj ij?2=hjji mit

X

- - - 1 In
pJ ih JZE + mes§~

besitzt. Auch hier wird wieder Universalitat verlangt.
Die besteVorsdrift ([45]) liefert
M

M+1. max — .
M+ 2 ’ mess(M)_ |\/|+2’

d.h. eine kollektive Messungist besserals eine einzelne Messung.Da die
OperatorenP bekannt sind ist konstruierbar.

FmaX(M) -

mess
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Zusammenhang mit Klonen

1. mess o (M;L) da ansorien das Klonen durch Zustandsmessung

und Neuerzeugung ektiv er ware alsdasdirekte Klonen (Widerspruch).

2. WerdenzuerstM idertische Quantenzustande auf L Zustande geklort
und diesedanad gemessemultiplizieren sich die Skalierfaktoren eben-

falls.

Da die optimale Messungnicht verbessertwerdenkann, mu gelten

cIone(M ; L) mess(L) r?]%tss(M ) bzw.
clone(l\/I 1 ) 1 r?1petss(M) far L! 1

Da die Ungleichung fur L ! 1 in beidenRichtungen gilt, ergibt sich damit

done(M;1) = PR (M)

clone
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A Das direkte Pro dukt

Erganzendzu Kapitel 4.2 soll hier kurz dasdirekte Produkt zweier Vektoren
ausdemH , angegelenwerden.Hierbeiwird der allgemeinsteFall betrachtet:

.. a .. C
jOi = b j1 = d

mit a;b;c;d 2 und h0j1i 6 1, d.h. die Vektoren sdlie en einenvon Null

verstiedenWinkel ein. Wie in der Quantenmedanik eblich, sollendie Vek-
toren zudemauf 1 normiert sein. Damit ist

jOi b d

=%§

Wird dieserZustand als Dichtematrix gesabirieben, ergibt sich

jih ] % §((a0) (ad) (bg (bd )

jaj%jg? jaj’cd abjcg? abcd !
jaj2c d jaj2jdiz abcd abjdj2§__
abg? abcd jB%g? jhcd A
abcd abd? jh2cd jhZjdj?

Bei der Spurbildung z.B. mber den Unterraum B werden jetzt fer das Ele-
mert ” alle Elemerte, diein , ander Position (i; j ) stehenund die Diago-
nalelememe aus dem Unterraum B erthalten (d.h. ertweder j¢j? oder jdj?),
aufsummiert. Damit ist

o .o ja@? ab
Spur( )B - (JCJ + JdJ ) a b Jq2

o .o g% cd
Spur( )A - (Jaj + Jq ) cd Jd]2

B
Entsprechend wird bei heherdimensionalenzusammengesetzterSystemen

verfahren; jedoch ist hierbei eine Indexsdireibweise sinnvoller als die , Be-
rechnung der2n  2n-Matrix.
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B RSA-Co dierung

Die RSA-Kodierung* ist die wahrsdeinlich popularste Public-Key-Versalus-
selungsmethodeneben Banken wird sie audh vielfach im privaten Mailver-
kehr als PGP/GPG eingesetzt. Details dazu in Kapitel 6.4. Ein weiteres
Verfahren,auf das hier nicht eingegangemwerdensoll, ist das, Rucksakver-
fahren von Merkle und Hellman °°, dasebenfalls1978vorgestelltwurde.

B.1 Prinzip

Im folgendensoll kurz das allgemeine Prinzip von Public-Key-Systemen,
dann konkret das Vorgehenbei der RSA-Verstlusselungerlautert werden.
Ein Beispielfolgt in B.2 wahrend dann in B.3 auf die mathematisdien Hin-

tergrende von RSA eingegangerwird.

Bei den folgendenBetrachtungen habe ich mich an Kapitel 11 aus [1] so-
wie den lesenswerten Artik el [46] orientiert. Dort werdenaud weitere Quel-

len zitiert. Das Beispiel habe ich selbstdurchgeretinet (mit sbernommenen
Sdlusseln).

Allgemeines Prinzip

JederTeilnehmerA; am Systemverfugt uber ein Stlusselpaar(k;; l;). Dane-
benist allen Teilnehmernder Codier-Algorithmus C savie der Decdieralgo-
rithmus D bekannt. DieseAlgorithmen erfullen fur jedesSdlesselpaar(k;; ;)
und jede Nadricht m die Bedingung

m = D(C(m;ki); i)

Der Sdlusselk; wird nun allen anderen Teilnehmern bekanntgegelen (er
wird daher o entlicher Schhisselgenanr), wahrend der Stlussell; geheim
bleibt.

Will B; nun eineversdlusselteNadricht an A; senden lauft folgendesab:

1. B; ermittelt dene entlichen Schleusselk; von A;.
2. Bj berednet dasKryptogramm c= C(m;k;).

3. Das Kryptogramm c wird eber ® entliche Kanale an A; ebertragen.

49Rivest, Shamir und Adelman realisierten 1978 die Public Key Versdlusselung
mithilfe desnach lhnen benanrten RSA-Algorithm us, nachdem die prinzipielle Idee 1976
von Diffie  und Hellman vorgestellt worden war.

S0OMathematik er reden hier vom , Super-increasing Subset-Surk -Problem
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4. A; gewinrt mittels m = D(c;l;) die Nadricht zureck.

Damit ein solthes Verfahren sicher und in gro em Ma stab praktisch ist,
meissenfolgendeVoraussetzungererfullt werden:

1. Esmu leicht sein, zufallige Paare (ki;l;) zu generieren.
2. Das Kryptogramm c= C(m; kij) mu leicht bereherbar sein.
3. Ohnel; mu dasdecdlierenvon c sehraufwendig sein.

4. Mit |; mu m = D(c;l;) leicht bereherbar seir?.

Konkret: RSA

A generiertzwei gro e Primzahlen p und g. Im folgendenist
n = p q
Als nadhstesberedinet A
z=(pP 1 @ 1
und wahlt zwei naterliche Zahlen e und d, die der Bedingung
d e = 1 modz

geregen, aus. Wenn d (bzw. €) relativ Prim®2 zu z ist, d.h. d und z haben
keine gemeinsamerPrimfaktoren, dann liegt e fest.

Die Zahlen p und g werdenim folgendennicht mehr benetigt und von A
sicherheitshallber vernichtet. A hat jetzt zwei Sctleussel:

© en tlic her Schlussel (e;n): DieserSdilesselwird meglichst weit verbrei-
tet, insbesondereerhalt B eine Kopie hiervon®3,

priv ater Schleussel d: A sichert den Schlessel,da er unbedingt geheim,d.h.
nur ihm bekannt seindarf.

SIDaher werden soldhe Verfahren gelegetlic h auch als Hintert ur-Verfahren (engl. Trap-
door) bezeitinet

S2wird auch als Coprim bezeidinet

S3Dieser Sdhritt ist nicht unproblematisch, da die ®bergabe sicher erfolgen mu. Bei
PGP ist dies uber ein ,Web of Trust\ realisiert, d.h. ich vertraue jemandem der jeman-
dem vertraut, der usw. Eine Alternativ e sind Keyserwer, d.h. Institutionen, die auf siche-
rem Wege(z.B. durch persenlichen Kontakt) Sclusselsammelnund sie anderennur im
Lesezugri zuganglich machen.
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Damit sind die Vorbereitungenvon A abgeshblossen.

Medite B einecodierte Nadiricht an A senden,dann bildet B die Nadricht
auf eine Zi ernfolge ab, zerlegtdieseFolgein Bledke der Gre e k (ggf. fellt
er denletzten Block mit Nullen auf) und beredinet fur jedenBlock (hier mit
X bezeitinet):

C(x) = x® modn

Die so codierte Nadhricht sendetB an A. Um die Nadricht zu decdieren,
beretinet A fur jedenZi ern block y = C(x)

D(y) = y¢ modn mit D(y) x

Ein potentieller Lauster (E) mei te zuerstn faktorisieren,um d zu ermitteln.

B.2 Beispiel
Erzeugung des Schlessels

A wahlt p= 47und g= 71und damit n = 3337und z = 3220.Als nadstes
wahlt A d = 1019ausund preft, ob d und z teilerfremd (coprim) sind. Da
diesder Fall ist, beretinet A die eindeutige(!) Zahlc, diec d= 1 mod z,
d.h. ¢ 1019= 1 mod 3220, erfullt. Dieswird von ¢ = 79 geleistet. Damit
ist

der © entliche Sdlessel(c;n) = (79; 3337),
der private Stlusseld = 10109.

Erzeugung und Wb ertragung der Nachric ht

B medite nun A die Nadricht

STRENG GEHEIM?
eibermitteln. Dazu codiert B dieseNadricht numerisd (unter Verwendung
der Ubersetzungstakelle aus 6.3) und gruppiert diese dann in vierzi ern-
Folge:

S T|R E|[N G| G|E HI|E I|M 7
19 20|18 05|14 07|27 07|05 08|05 09|13 28

Nun wendetB auf jedenBlock x die Codierfunktion C(x) = x¢ mod n = x7°
mod 3337an:

X ‘1920 1805 1407 2707 508 509 1328
C(x) ‘ 3211 2675 1910 1179 416 1470 384
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Das Cryptogramm

3211267519101179041614700384
wird nun eber einen ® entlichen Kanal an A wubertragen, der es wieder in
vierzi er-Bl eke y zerlegtund D(y) = y¢ mod n = y'°° mod 3337bered-
net:

y ‘3211 2675 1910 1179 0416 1470 0384
C(x) ‘ 1920 1805 1407 2707 0508 0509 1328

Sdilie lic h kann A nun die Zi ernfolge wiederin Text zureckebersetzenund
wei daher,da dieseNadiricht strenggeheimwar.

B.3 Mathematisc he Betrac htung
Generation der groen Primzahlen pund

Oft wird die Anzahl der binaren Stellenk von n = p q vorgegelen, z.B.
k = 1024.Da eskein mathematistes Verfahren zum Erzeugenvon gro en
Primzahlengibt, werdenim allgemeinenzwei gro e Zahlenmit gewsinsttem
k gewahlt und mit Hilfe einesgeeigneterivVerfahrensauf Primzahleigenshaft
gepmift. Hau g verwendet wird das Verfahrenvon Miller-Rabin und das
Verfahren von Solo vay-Strassen . Bei beiden Verfahren wird mit einer
gewissenWabhrscheinlichkeit ermittelt, ob p bzw. g eine Primzahl ist. Dies
erhoht die Gestwindigkeit der Prefroutine erheblid.
Beweis von x = D(C(x))
Lemma 3 8 p;qp6 qund p;q Primzahlensowie8 x;u2 g gilt:

x!=x modp”™ x'=x modg ) x“=x mod(p 0Q
Beweis:
Lemma 4 x;p2 , x>0, p> 1dannqilt:

xP 1 = 1 modp

Beweis:

Lemma 5 Fur jedesSchhisselaar (d;(e;n)) desRSA-Systemsund fur jede
Nachricht m gilt

m = ((m® modn)® modn

Beweis:
Folgt noch
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Mu E wirklic h n Faktorisieren ?

Wenn E die Zahl n faktorisiert hat, kannsiez= (p 1) (q 1) und damit
d leicht ermitteln (e und n sind ja bekannt).
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C

Revisionen

In dieser Sektion sind die Anderungender einzelnenVersionendieser Mit-
sarift festgehalten.DieseSektion wird im endgultigen Dokumert erifernt.

0.01

0.02
0.03
0.04

Erste Version,enthalt Kapitel 1,2und 3; Noch einigeUnklarheiten/Feh-
lerkorrekturen notwendig; Beweisvon McMillan  fehlt, BeispielHuff-
mann-Codierung fehlt; Beweis der Entropie fehlt (wird aber u.U. bis
auf weiteresnicht gesetzt), Kapitel 3 ist noch nicht gegengelesen,i-
teraturliste ist unvollstandig und ihr Layout wird wahrsdteinlich noch
eberarbeitet. Der Satzvon , , , , istwg.fehlenderFonts momen-
tan defekt (wird beholen).

VorubergehenderFix der Fonts wg. , , , und
Jetzt richtiger Font fur , , , und

Kapitel 1,2 und 3 Tell 1 fast fertig; einigeFormulierungenmessennoch
eiberarbeitet werden;ein Bild liegt mir noch nicht vor (Ende Kapitel 2).
Bitte um Feedbak; insbesonderewg. der Erganzungengegember der
Vorlesung.Literaturv erzeidinis (leider) immer noch im Aufbau. Leer-
seite am Anfang erganzt, damit Inhaltsverzeitnis zweiseitig werden
kann. SubsectionPlan erganzt. Kleine Typos beholken. Beweis Mc-

Millan  erganzt (ok ?). Huffmann -Codierung erganzt inkl. Beispiel.
Hier ggf. noch Uberarbeitung der Formulierung. Text bei Information
(Ende Kapitel 1) mberarbeitet.

0.1 Anfang nochmals leicht mberarbeitet (Plan ist jetzt hinten). Sorry. Am

0.11

Anfang sollte sich jetzt nicht mehr viel tun. Huffmann gegengelesen
und leicht erganzt. BeweisMcMillan ok ? (! Feedbak ?). Kapitel 3
ist ist zu ca. % dabei. Der Rest wird (inkl. Kapitel 4) bereits gegenge-
lesen.Kleine Typos beholen. Literaturv erzeidinis bereits aktualisiert
aber noch im Aufbau. Kapitel 1 und 2 (bis auf ggf. BeweisMcMillan )
solltenjetzt in ihrer vorlau g endguiltigen Fassungvorliegen.DieseSeite
leicht bearbeitete :-)

Zwisdhenrelease Anfehrungszeiben im ganzenText ge xt. Namens-
satz (Pauli statt Pauli) ge xt. Teil 3 (fast) fertig (ist jetzt dabei).
Die Kapitelnummerierung kennte sich noch andern. Im Satz kennten
sich noch Kleinigkeiten andern. Anfang von Kapitel 4 beigetigt (Rest
ist fertig, folgt in Kuerze). In Kapitel 3 sind noch Fragenoen ! (!
Feedbak ?)
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0.12 Kapitel 4 jetzt komplett. Keine Vollversion,da noch immer Kleinigkei-
ten in Kapitel 3 o en sind. Viele kleine Fixes (wieder) (in Kapitel 3).
Ich ho e, die Nummerierung in Kapitel 3 bleibt jetzt. Feedback wie
immer sehrwillkommen.

0.2 Korrektur von Fehlernin Abschnitt 3.7,dennach kennten dort noch Feh-
ler sein. Kapitel 5 und 6 eingebigt (wir sind somit fast wieder up to
date). Da in der heutigen(4.Dezenber) Vorlesungnoch Teile fer Kapi-
tel 6 hinzukommen, kennensic die Seitenzahlerndort noch andern.Es
zeidnet sich ab, da wir zudemmehr Seitenfur das Inhaltsverzeidnis
berstigen.

0.21 Kleine Typos beholen; kleine Korrektur in Section3.6.1.

0.22 Wieder viele kleine Typos beholen (in jedem Kapitel noch weldhe ge-
funden). Ich ho e, da bis auf die bekannten Sdwadstellen alles bis
vor Seite 49 jetzt ok ist. Neu hinzugelommenist nur Section6.7. Im
Aufbau ist z.Z. (neben den aktuellen Kapiteln) Anhang B, ich werde
dort nadh und nach die PGP-Erlauterung einfugen.

0.23 Jetzt bis 7.3 bzw. 8.2 Anfang der SubsectionengeTeXt. Kleine Feh-
ler behoken, auch Seite 49 sollte jetzt ok sein. Fehler endeckt ? !
Feedbak !

0.24 Kapitel 7 bis 10 komplett. Satzweiter mberarbeitet (Overfull/Underfull

boxes etc.). Interne Verbesserungenz.B. Entfernung von nicht-LATEX
2 -Befehlen(lies: aus{\sc wird \textsc{ ). In Section7.4und 8.3 noch
ggf. Fehler/Unsicherheiten. Ferner etwas unter Zeitdruck, daher kenn-
ten die letzten Absatze noch Fluchtigkeitsfehler erthalten. Zwei wei-
tere Leerseitenam Anfang erganzt (Sorry, aber das Inhaltsverzeidinis
wadst unerbittlich) und (ebenfalls Sorry) leider die Zitate etwas ver-
stoben, die Nummerierungsollte jetzt bleiben. Kleinere Erganzungen
aud auf dieserSeite.

0.3 (W eihnachtsausgab e) Nur Section7.4 bearbeitet.

0.4 Viele Sataberarbeitungen. Korrektur in Theorem 6, Section 3.7, 7.3,
8.3, 4.2 und B wmberarbeitet, Section A erganzt. Bitte um Feedback
insbesonderebei den mit Fu noten angemerktenStellen.

0.41 Section6.7,10 erganzt (!) sowie 11 angefangen.

0.42 Kleinere Korrekturen (Redtschreibung etc.) in 7, 8, 9, 10 und B; an
11 weitergesbrieben. Versionsmmmer stimmt wieder :)
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0.43
0.44

Section12 erganzt (Reine Mitschrift).

Rest (d.h. 11, 13 und 14) gesetzt.Kleine Korrekturen in 12. Achtung:
Auch in dieser Version wurde relativ wenig erganzt/geredinet, bitte
Feedback Index erganzt.

0.9 Titelseite leicht mberarbeitet, Vorwort erganzt. In Kapitel 4 eine Na-

0.91

0.92

menslorrektur (Greenber ger ). Reditschreibkorrektur in 5.4. Kor-
rektur der CHSH-Ungleitwung in Kapitel 5.5. In Kapitel 6 viele klei-
ne Reditschreibkorrekturen, die Kryptographie heit korrekt Einmal-
sthlussel-Kryptographie(6.3), die Namensgebr der Protokolle wurden
erganzt. Auch in 8.2 die CHSH-Ungleitwung korrigiert und leicht die
Erklarung erganzt. Kleiner Typo savie Satzam Endevon 9.2 korrigiert.
Ein Redtschreibfehlerin Kapitel 11 gefundenund behoken. Satzkor-
rekturen in Absdnitt 13.3. Die Namen in der ®bersdirift von 13.4
korrigiert. Das Kapitel 14 hat viele kleine Anderungenund Erganzun-
generfahren.Die Zitate sind alle geprft und korrigiert. Der Abschnit
.Plan\ ist erifernt worden. Eine Bitte an alle Leser:die Version 1.0
wird wohl in Balde ersteinen, daher bitten wir um Feedbak - auch
die Korrektur von so ,kleinen Dingen wie Reditschreibung und Satz-
bau verbessertdiesesDokumert.

Im wesetlichen wurden die Kapitel 1 und 2 um Erlauterungenerganzt
und einigeFormulierungenklarer gefa t. Da wir hier noch Diskussions-
bedarf sehen,bitten wir um Feedback; Hinweise, Erganzungenusw.
werden gerne angenommen Dareberhinaus viele kleine Satzwerbesse-
rungen.

Viele kleine Korrekturen und Satzberarbeitungen.
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